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第 26届全国物理竞赛决赛试题理论部分 

一、填空题（每题 5分，共 20分） 

1.某光滑曲面由曲线 ( )y f x 绕竖直 y轴旋转一周形成，一自然半径为a、质量为m 、劲度

系数为 k的弹性圆环置于该曲面之上，能水平静止于任意高度，则曲线方程为          

                    。 

2.如图所示的电阻框架为四维空间中的超立方体在三维空间中的投影模

型（可视为内外两个立方体框架，对应顶点互相连接起来），若该结构

中每条棱均由电阻 R 的材料构成，则 AB 节点间的等效电阻

为                    。 

3.某种蜜蜂的眼睛能够看到平均波长为500nm的光，它是由 5000 个小眼构成的复眼，小眼

一个个密集排放在眼睛的整个表面上，小眼构造很精巧，顶部有一个透光的圆形集光装置，

叫角膜镜；下面连着圆锥形的透明晶体，使得外部入射的光线汇聚到圆锥顶点连接的感光细

胞上（入射进入一个小眼的光线不会透过锥壁进入其他小眼），从而造成一个“影像点”（像

素）；所有小眼的影像点就拼成了一个完整的像。若将复眼看作球面圆锥，球面半径 1.5r mm ，

则蜜蜂小眼角膜镜的最佳直径 d约为（请给出两位有效数字）               。 

4.开路电压 0U 与短路电流 SCI 是半导体 p-n结光电池的两个重要技术指标，试给出两者之间

的关系表达式： 0U =                                ，式中各符号代表的物理量分别

为                                                              。 

 

 

二、（15分）天体或微观系统的运动可借助计算机动态模拟软件直观显示。这涉及几何尺寸

的按比例缩放。为使显示的运动对缩放后的系统而言是实际可发生的，运动时间也应缩放。 

1.在牛顿力学框架中，设质点在力场 ( )F r 中作轨道运动，且有 ( ) ( )kF r F r  ，k 为常数， 

r为位矢。若几何尺寸按比率 缩放显示，确定运行时间的缩放率。 

2.由此证明，行星绕太阳轨道运动周期的平方与轨道几何尺寸的立方成正比。 
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三、（20分）在水平面上有两根垂直相交的

内壁光滑的连通细管，管内放置两个质量

均为 m、电荷量均为 q 的同号带点质点 A

和 B。初始时，质点 A至两管交点 O的距

离为 d，质点 B 位于交点 O 处，速度相互

垂直，方向如图所示，大小均为
2

0

kq
u

md
 ，

k为静电力常量。求在以后的运动中，它们

之间的最小距离。 

 

 

 

 

 

四、（10分）热机和热泵利用物质热力学循环实现相反功能：前者从高温处吸热，将部分热

量转化为功对外输出，其余向低温处放出；后者依靠外界输入功，从低温处吸热，连同外界

做功转化成的热量一起排向高温处，按热力学第二定律，无论热机还是热泵，若工作物质循

环过程中只与温度为 1 2,T T 的两个热源接触，则吸收的热量 1 2,Q Q 满足不等式 1 2

1 2

0
Q Q

T T
  ，其

中热量可正可负，分别表示从热源吸热与向热源放热。 

     原供暖设备原本以温度 T0 的锅炉释放的热量向房间直接供暖，使室内温度保持恒温

T1,高于户外温度 T2。为提高能源利用率，拟在利用原有能源的基础上采用上述机器改进供

暖方案，与直接供暖相比，能耗下降的理论极限可达到多少？ 

  

y 

x 
A 

u

B uO 

d 
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五、（15分）磁场会影响电子的运动，从而使存在磁场时的电流与电压之间的关系偏离我们

熟悉的欧姆定律，本题研究的问题即为一例。 

     设 xoy平面内有密度（单位体积内的电子数）为 n的二维电子气。平面内沿 x 轴方向

存在均匀电场 E Ei （ i 为轴正方向的单位矢量），垂直于平面的 z 轴方向存在匀强磁场，

磁感应强度为 B Bk （ k 为 z轴正方向的单位矢量）。已知平面内的电子运动受到的散射阻

力与速度v成正比，可等效地用一时间参量 描述为
mv


 ，m为电子质量，试求在稳态沿 x

和 y 方向的电流密度（大小为垂直于电流方向单位长度的电流） xj 和 yj ，将结果用电子电

荷量绝对值 e、n、m、E、 及表示出，
eB

m
  。 
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六、（25 分）如图 A所示的两块平行薄板，由理想导体构成，板间距为 d，y方向无限延伸。

两板间沿垂直于 y方向传播的电磁波沿 x正方向以行波形式传播，其电场可表述为:  

0

2 2
sin( )sin( )

z x

z x
E E t

 


 
   

式中为圆频率，t为时间， ,z x  为待定参量，这种结构的组合可以制成实用的微波发射天

线，用来代替传统的巨大抛物面天线，可以大幅度降低天线成本。 

1.证明 z 只能取如下值：
2

, 1,2,3z

d
m

m
   ………….. 

2.当 m=1 时，求 z 。 

3.如将一系列板间距相等而长度不等的理想导体相对于沿 y方向无限延伸的线状波源（与纸

面交与 O 点）平行对称叠排，板的右端对齐，面板的长度有一定的分布（此结构与与纸面

相交的截面图如图 B 所示），则在这一结构的右端可输出沿 x方向传播的平面电磁波。试给

出满足这一要求的板堆在 xoz截面内左侧边缘（如图 b所示）所满足的曲线方程。（取 m=1，

已知波源到板堆左端的水平距离为 L）. 

  

y 

x 

z 

O 

图 A 

x 

O 

z 

 

图 B 
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七、（35 分）1.在经典的氢原子模型中，电子围绕原子核做圆周运动，电子的向心力来自于

核电场的作用。可是，经典的电磁理论表明电子做加速运动会发射电磁波，其发射功率可表

示为（拉莫尔公式）：
2 2

3

06

e a
P

c 
 ，其中 a 为电子的加速度，c 为真空光速， 0

1

4 k





=8.85410
-12 

F·m
-1

,电子电荷量绝对值 e=1.60210
-19

C。若不考虑相对论效应，试估计在经典

模型中氢原子的寿命 。（实验测得氢原子的结合能是 13.6HE eV ，电子的静止质量

31

0 9.109 10m kg  ） 

2.带点粒子加速后发射的电磁波也有重要的应用价值。当代科学研究中应用广泛的同步辐射

即是由以接近光速运动的电子在磁场中作曲线运动改变运动方向时所产生的电磁辐射，电子

存储环是同步辐射光源装置的核心，存储环中的电子束团通过偏转磁铁等装置产生高性能的

同步辐射光。上海光源是近年来建成的第三代同步辐射光源，它的部分工作参数如下：环内

电子能量 3.50E GeV ,电子束团流强 300I mA ，周长 L=432m,单元数（装有偏转磁铁的弯

道数量）N =20，偏转磁铁磁场的磁感应强度 B=1.27T。使计算该设备平均每个光口的辐射

总功率 P0 。 

（在电子接近光速时，若动量不变，牛顿第二定律仍然成立，但拉莫尔公式不再适用，相应

的公式变化为

2 2
4

3

06

e a
P

c


 
  ，其中

2

0

E

m c
  ，E为电子总能量， 2

0m c 为电子的静止能量。） 

3.由于存储环内的电子的速度接近光速，所以同步辐射是一个沿电子轨道的切线方向的光锥，

光锥的半顶角为 1


 ，由此可见电子的能量越高，方向性越好。试计算：上述设备在辐射

方向上某点接受到的单个电子产生的辐射持续时间 T 。 

（本题结果均请以三位有效数字表示。） 
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第 26届全国物理竞赛决赛试题及参考解答 

一．1 参考答案：
2

22
( )y C x a

mg


   （C为任意常数）。 

一．2 参考答案：
7

12
R  

一．3 参考答案：30 m  

一．4 参考答案：
0 ln 1SC

S

IkT
U

e I

 
  

 
，式中 e为电子电量的绝对值，k为波尔兹曼常量，T

为绝对温度， SI 为 p-n 结的反向饱和电流。 

评分标准：本题共 20 分。 

第 1、2题每题填对均得 5分，第 3题只要答案在 27-30 m 之间即得 5分，否则 0分。第 4

题第一空格占 4分，第二空格占 1分。 

二 参考答案 

1.设位矢、时间缩放分别为 / /, ,r r t t   故速度、加速度满足关系 

/

/
/

/
0 0

lim lim
t t

r r
v v

t t

 

    

 
  

 
                   （1） 

/

/
/

/ 2 200
lim lim

tt

v v
a v

t t

 

   

 
  

 
                    (2) 

缩放前后质点均满足牛顿运动方程，即 

                             ( )ma F r                                      (3) 

                             / /( )ma F r                                    (4) 

利用（2）式及 ( ) ( )kF r F r  ，（4）式化简为 

                             1 2 ( )kma F r                               （5） 

对照（3）式，得 

1

2

k

 


                                （6） 

2.万有引力场中，有 2k  ，设想轨道尺寸按 

                                / l                                   （7） 
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缩放，则周期按 

                                
1

/ 2                                  （8） 

缩放，故有 

                                
/2 2

/3 3l l

 
                                   （9） 

评分标准： 本题共 15分 

第一小题占 10分，正确得出（6）式得得 10分，其中正确得出（5）式得 5分。 

第二小题占 5分。正确得出（9）式得 5分。 

三 参考答案： 

     两质点的相对位矢为 A Br r r  ，记其单位矢量为 r

r
e

r
 。由于质点约束在管内运动，

所受合力必定沿运动方向，即静电力沿运动方向的分力，两质点运动方程 

2

2
( )A r

kq
ma e i i

r
    

2

2
( )B r

kq
ma e j j

r
               （1） 

相减可得 

                               
2

2 r

kq
ma e

r
                      （2） 

其中 B Aa a a  为 B 相对于 A 的加速度。（2）式表明，B 相对于 A 的运动即力心固定之库

仑势场中质点的 m运动，其电势能为： 

                                 
2

2

kq
U

r
                         (3) 

中心力场中运动质点的角动量、能量守恒。此处角动量与能量均应为 B相对 A的运动的值，

可由初始条件定出： 

                         
2

0 0( )
kq

L mdi u j u i md
md

                   （4） 

                         
2 2

2

0 0

1
( ) 2

2

kq kq
E m u j u i

d d
                   （5） 

所求量即近力心点到力心的距离 mr ，该点速度 mu 必与矢径 m rr e 垂直，故有： 

                          
2

m m

kq
mr u md

md
                             (6) 
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2 2

2

2

1
2

2
m

m

kq kq
mru

r d
                             (7) 

从而解得 

                              
1 5

4
r d


                               （8） 

评分标准： 本题共 20分         

正确得出（3）式得 10 分；（4）、（5）、(6)、(7)与(8)各占 2分。 

 

四 参考答案： 

   为表述方便，以下热量均用绝对值表示。 

   可以采用热机热泵联合供暖方案：利用热机从锅炉吸收热量，转化为功；此功驱动热泵，

从户外吸热，向室外放热。 

   热机的高温热源锅炉，低温热源可选室内或户外环境。以室外为例，设热机从锅炉吸热 0Q ,

向室外放热 10Q ，则有 

    

0 1 0

0 0

0
Q Q

T T
                                (1) 

热泵的高、低温热源分别为室内、户外环境。设热泵从户外吸热 2 ,Q 向室外放热 12 ,Q 则有 

12 2

1 2

0
Q Q

T T
                             (2) 

通过热机、热泵联合工作，室内获得的总能量为 

                           1 10 12Q Q Q                          (3) 

将（1）、（2）两式相加，得 

                          0 2 1

0 2 1

0
Q Q Q

T T T
                           (4) 

若热机以户外环境为低温热源，同理可得上式。 

由能量守恒定律给出 

                             1 0 2Q Q Q                                （5） 

直接供暖时，给室内供热 1,Q 锅炉所释放的热量为 
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                            /

0 1Q Q                                    （6） 

联立（4）（5）两式，可得热机热泵供暖锅炉释放的热量为 

                            0 1 2

0 1

1 0 2

( )

( )

T T T
Q Q

T T T





                          （7） 

能耗下降率为 

                            
/

0 0 2 0 1

/

0 1 0 2

( )

( )

Q Q T T T

Q T T T

 



                  （8） 

理论极限为上式取等号。 

本题共 10分，其中（4）式占 4分。 

 

五 参考答案： 

列出 x和 y方向的二维电子的牛顿方程如下： 

                    x

x y

mv
ma eE ev B


                        （1） 

                      
y

y x

mv
ma ev B


                           （2） 

在稳态，v不随时间变化，电子无加速度， 0x ya a  。因此由（2）式得 

y xv v                            （3） 

代入（1）式得         
2 2(1 )

x

e E
v

m



 
 


                       （4） 

根据定义                x xj nev                              （5） 

                        y yj nev                              （6） 

                        
2

2 2(1 )
x

ne E
j

m



 
 


  

  
2 2

2 2(1 )
y

ne E
j

m



 
 


 

可见在垂直于电场的方向上也产生电流。 

评分标准：本题共 15 分 
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其中（1）式与（2）式各占 2 分，其中 0x ya a  各占 2 分，（3）式与（4）式各占 1 分；

（5）式（6）式共占 3 分；（7）式与（8）各占 1分。 

 

六 参考答案： 

1．已知两板间的电磁波的电场强度 E 为 

0

2 2
sin( )sin( )

z x

z x
E E t

 


 
                          （1） 

由于是理想导体板，当 z=0和 d时应有 E=0。从而 

                     
22 , , 1,2,3......z

z

dd m m
m

  


                      （2） 

2.对于（1）式描述的电磁波，可以通过 

                     
1

sin sin [cos( ) cos( )]
2

                         （3） 

表达为两列平面电磁波的叠加， 

1 2E E E   

                        1 0

1 2 2
cos( )

2 x z

x z
E E t

 


 
                   （4） 

                        2 0

1 2 2
cos( )

2 x z

x z
E E t

 
 

 
     

式中两列电磁波的波长 0 都可表达为 

                      

2 2 2 2

0

1 1 1

2x z c



   

       
         

     
                 （5）  

当 m=1, 2 ,z d                
2

1

1( )
2 2

z

c d









                     (6) 

3．因此,x方向的波速 xv 为     
2

( )
2

1

x x

c
v

c

d

 






 

 
  
 

                (7) 

如图所示，设板堆左端任一点 P 到波源的距离 OP=R，OP 与水平线的交角为。要使得输出
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为沿水平方向的平面波，应满足，
cos

x

R L RL
c c v


    （8） 

由此可得， 

2 2

(1 1 )(1 1 cos )
c c

R L
d d

 


 

   
       

   
    （9） 

 

评分标准：本题共 25分 

第一小题 5分，第二小题 10分，第三小题 10分； 

其中（2）式占 5 分，（5）式占 6 分，(6)式占 4 分；

（8）式占 6分。 

 

七 参考解答： 

1：由方程                     F ma                               （1） 

                           
2v

a
r

                                   （2） 

                           
2

2

0

1

4

e
F

r
                              （3） 

可推导出电子的总能量为     
2

0 08

e
U

r


                                （4） 

由条件 13.6HE eV  推导出氢原子的轨道半径和运动速度分别为： 

                            11

0 5.29 10r m                           （5） 

                           6

0 2.19 10 /v m s                          （6） 

由拉莫尔公式得初始发射功率 

                           
2 2

3

06

e a
P

c 


6

3 3 3 2 4

0 096

e

c m r 
                （7） 

在微小的时间间隔 t 中，辐射使电子的总能量 U 减少 

                           U P t                                （8） 

                           
2 2

2

0 0

1 1
( )

8 8

e e
U r

r r r r 

 
   

 
          （9） 
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其中 r 为电子轨道半径的减少量，由此可导出时间和半径 r的变化方程： 

                          
2 3 2 2 2

20 0

4

12
4 ,

c m r
t r A r r

e

 
               （10） 

其中
3 2 2

0

4

3 c m
A

e

 
 。 

构造一个半径为 r0 的球体，则
24 r r  即为距离球心为 r的薄球壳的体积，在

0r 到 0的

求和过程中可以算出球的体积为 3

0

4

3
r 。对应本题情况解出电子轨道从 0r 减少到 0所需的时

间为 

                        
2 3 2 2 3

0 0

4

4 c m r
t

e

 
                     （11） 

代入数据，得： 

                            
111.56 10 s                             （12） 

2： 

     对于高能电子有             v c                                  (1) 

                               
2E mc                                (2) 

                               
2v

a
r

                                 (3) 

                              F eBc                                 (4) 

                              F ma                                 (5) 

以上条件可以得出电子的偏转半径：       
E

R
ecB

                       (6) 

储存环中的电子数量：         
Q I t

n
e e


                               (7) 

其中 t 为电子旋转一圈所花费的时间。由（3）式及辐射条件可得每个电子每圈损失的总能

量为（电子在直道上不辐射能量）： 

                         
2 2 4 2 4

3

0 0

2

6 3
neu

e a R e
E

c c R

  

  
                     （8） 

由（7）（8）得到存储环中的电子消耗的总功率为： 

                         
4

5

0

4.34 10
3

neu

utal

nE Ie
P W

t R




   


               (9) 

出光口的功率为：        
4

0 2.17 10utalP
P W

N
                           (10) 
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3: 在电子轨道上某点的切线方向上的某一点 P 处观察，观察者只能在一个很短时间间隔内

看到电子发出的辐射，这段时间是电子地速度方向改变圆锥顶角（即 2

）的角度所对应的

光到达接受位置的时间间隔。在这段时间内电子移动的距离为 

                                  
2R

x


                          (1) 

令 v
c

   ，则电子在这两点发出的辐射时间间隔为： 

             2 1

2R
t t

c
                 (2) 

但在轨道的切线方向上观察，上述时间还要扣除 A 点发射出的光到达 B 点位置所花费的时

间 

2R
t

c
   ，           (3)  

则   
2 1T t t t            (4) 

又          
2

2 2
0

1

1

mc

m c



 


             (5) 

由1 0  可得         
2

2 1
(1 )

 
                   (6) 

代入（4）式得到          
3

R
T

c
                      (7) 

代入数据得：           
209.51 10T s                  (8) 

评分标准： 

本题共 35分 

第 1小题 10分，其中（4）（5）式各占 1分。 

第 2小题 12分，其中（6）式与（7）式各占 1分，（8）式占 6分。 

第 3小题 13分，其中（4）式占 5分。 
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第 27 届全国中学生物理竞赛决赛试题 

 

一、（25分）填空题 

1．一个粗细均匀的细圆环形橡皮圈，其质量为M ，劲度系数为 k ，无形变时半径为 R。现

将它用力抛向空中，忽略重力的影响，设稳定时其形状仍然保持为圆形，且在平动的同时以

角速度绕通过圆心垂直于圆面的轴线匀速旋转，这时它的半径应为        。 

 

2．鸽哨的频率是 f 。如果鸽子飞行的最大速度是u，由于多普勒效应，观察者可能观测到

的频率范围是从        到        。（设声速为V 。） 

 

3．如图所示，在一个质量为M 、内部横截面积为 A的竖直放置的

绝热气缸中，用活塞封闭了一定量温度度为
0T 的理想气体。活塞也

是绝热的，活塞质量以及活塞和气缸之间的摩擦力都可忽略不计。

已知大气压强为
0p ，重力加速度为 g，现将活塞缓慢上提，当活塞

到达气缸开口处时，气缸刚好离开地面。已知理想气体在缓慢变化

的绝热过程中 pV  保持不变，其中 p 是气体的压强，V 是气体的体

积， 是一常数。根据以上所述，可求得活塞到达气缸开口处时气体的温度为        。 

 

4．（本题答案保留两位有效数字）在电子显微镜中，电子束取代了光束被用来“照射”被观测

物。要想分辨 101.0 10 m （即原子尺度）的结构，则电子的物质波波长不能大于此尺度。

据此推测电子的速度至少需被加速到        。如果要想进一步分辨 121.0 10 m 尺度的结

构，则电子的速度至少需被加速到        ，且为使电子达到这一速度，所需的加速电压为 

        。 已知电子的静止质量 319.1 10 kgem   ，电子的电量 191.6 10 Ce    ，普朗克常

量 346.7 10 J sh    ，光速 8 13.0 10 m sc    。 

 

二、（20分）图示为一利用传输带输送货物的装置，物块（视为质点）自平台经斜面滑到一

以恒定速度 v 运动的水平长传输带上，再由传输带输送到远处目的地，已知斜面高 2.0mh  ，

水平边长 4.0mL  ，传输带宽 2.0md  ，传输带的运动速度 3.0m/sv  。物块与斜面间的摩

擦系数
1 0.30  。物块自斜面顶端下滑的初速度为零。沿斜面下滑的速度方向与传输带运动

方向垂直。设斜面与传输带接触处为非常小的一段圆弧，使得物块通过斜面与传输带交界处

时其速度的大小不变，重力加速度 210m/sg  。 
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1．为使物块滑到传输带上后不会从传输边缘脱离，物块与传输带之间的摩擦系数
2 至少为

多少？ 

2．假设传输带由一带有稳速装置的直流电机驱动，与电机连接的电源的电动势 200VE  ，

内阻可忽略；电机的内阻 10R  ，传输带空载（无输送货物）时工作电流
0 2.0AI  ，求当

货物的平均流量（单位时间内输送货物的质量），稳定在
640

kg/s
9

  时，电机的平均工作电

流等于多少？假设除了货物与传输带之间的摩擦损耗和电机的内阻热损耗外，其它部分的能

量损耗与传输带上的货物量无关。 

 

三、（20分）如图，刚性细轻杆（其质量可视为零）可绕通过

其中的点O的光滑水平轴在竖直面内自由转动。两质量分别为

2m和m的小球 1和 2（可视为质点）串在轻杆上，它们与轻

杆之间的静摩擦系数为
5 3

6
  。开始时轻杆静止在水平位置，

小球 1和 2分别位于紧靠轻杆两端 A和 B的位置。现让系统自

水平位置以零初速下摆，求 

1．小球 1脱离轻杆时的位置（用小球 1脱离杆时杆与水平线的夹角表示）； 

2．小球 2脱离轻杆时的位置（用小球 2脱离杆时杆与水平线的夹角表示）。 

 

四、如图所示， A、 B、C 为三个质点， A的质量远远大于 B、C 的

质量，B和C 的质量相等。已知 A、B之间， A、C 之间存在相互吸

引力。 B、C 之间存在相互排斥力，三个把质点在相互间引力或斥力

的作用下运动，如果作用力合适，可以存在一种如下形式的运动： 

A、 B、C 的相对位置固定，它们构成一个平面，三个质点绕着位于

这个平面内的某条轴匀速转动；因为质点 A的质量远远大于 B、C 的

质量，可认为该轴过质点 A且固定不动；连线 AB 与转轴的夹角
1 与连线 AC 与转轴的夹角

2 不相等，且 1

π
0

2
  ， 2

π
0

2
  。 

若 AB 之间吸引力的大小
a

ABf k AB ， AC 之间吸引力的大小为
a

af k AC ，其中 AB 、

AC 分别为 A、B与 A、C 之间的距离，k 为比例系数，不计重力的影响。试问 a的值在什

么范围内，上述运动才能实现？ 
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五、（15分）南极冰架崩裂形成一座巨型冰山，随洋流漂近一个城市。有人设计了一个利用

这座冰山来发电的方案，具体过程为：  a 先将环境中一定量的空气装入体积可变的容器，

在保持压强不变的条件下通过与冰山接触容器内空气温度降至冰山温度； b 使容器脱离冰

山，保持其体积不变，让容器中的冰空气从环境中吸收热量，使其温度升至环境温度；  c

在保持容器体积不变的情况下让空气从容器中喷出，带动发电装置发电。如此重复，直至整

座冰山融化。已知环境温度 293KaT  ，冰山的温度为冰的熔点
1 273KT  ，可利用的冰山的

质量 111.0 10 kgm   ，为了估算可能获得的电能，设计者做出的假设和利用的数据如下： 

1．空气可视为理想气体。 

2．冰的熔解热 53.34 10 J/ kgL   ；冰融化成温度为
1T 的水之后即不再利用。 

3．压强为 p 、体积为V 的空气内能 2.5U pV 。 

4．容器与环境之间的热传导良好，可以保证喷气过程中容器中空气温度不变。 

5．喷气过程可分解为一连串小过程，每次喷出的气体的体积都是u，且u远小于容器的体

积。在每个小过程中，喷管中的气体在内外压强差的作用下加速，从而获得一定动能 E ，

从喷嘴喷出。不考虑喷出气体在加速过程中体积的改变，并认为在喷气过程中容器内的气体

压强仍是均匀的，外压强的大气压。 

6．假设可能获得的电能是 E 总和的 45%  

7．当 1x 时，  ln 1 x x ≈ 。 

试根据设计者的假设，计算利用这座冰山可以获得的电能。 

 

六、（15分）如图，两块大金属板 A和 B沿竖直方向平行放置，相距为 d ，

两板间加有恒定电压U ，一表面涂有金属膜的乒乓球垂吊在两板之间，其

质量为m。轻推乒乓球，使之向其中一金属板运动，乒乓球与该板碰撞后

返回，并与另一板碰撞，如此不断反复。假设乒乓球与两板的碰撞为非弹

性碰撞，其恢复系数为 e，乒乓球与金属板接触的时间极短，并在这段时

间内达到静电平衡。达到静电平衡时，乒乓球所带的电荷量 q与两极板间

电势差的关系可表示为 0q C U ，其中
0C 为一常量。同时假设乒乓球半径

远小于两金属板间距 d ，乒乓球上的电荷不影响金属板上的电荷分布；连接乒乓球的绳子足

够长，乒乓球的运动可近似为沿水平方向的直线运动；乒乓球第一次与金属板碰撞时的初动

能可忽略，空气阻力可忽略。试求： 

1．乒乓球运动过程中可能获得的最大动能； 

2．经过足够长时间后，通过外电路的平均电流。 
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七、（20分）如图  a 所示，十二根均匀的导线杆联成一边长为 l 的刚性正方体，每根导线杆

的电阻均为 R。该正方体在匀强磁场中绕通过其中心且与 abcd 面垂直的转动轴作匀速转动，

角速度为，已知磁感应强度大小为 B，方向与转动轴垂直。忽略电路的自感。当正方体

转动到如图  b 所示位置（对角线bd 与磁场方向夹角为 ）时，求 

1．通过导线ba、 ad 、bc 和 cd 的电流强度。 

2．为维持正方体作匀速转动所需的外力矩。 

 

 

 

八、（10分）空心激光束是一种在传播方向上中心光强为零的圆筒形光束。由于这一特征，

它可以把某些微小粒子约束在激光束的中心部位，作为激光导管，激光镊子、光学扳手等，

实现对纳米粒子、生物细胞等微小粒子的精确操控。空心激光技术目前在生物学、激光加工、

原子冷却等方面得到了广泛的应用，正逐渐成为一门新兴的学科分支。 

产生空心激光束的基本做法是利用光学系统将一束实心的圆柱形激光转换成为一束空心的

激光。给定如下光学器件：焦距为 f 的凸透镜，圆锥角为 45的锥面反射镜，半径为 R的球

面镜（中间有圆孔），如图： 

利用上述光学器件设计一光学系统，使得一束很细的实心圆柱入射激光转化成一束空心的出

射激光，且空腔为圆柱形，半径为 r 。请回答如下问题： 

1．画出该光学系统的光路图。 

2．求该光学系统中锥面镜顶点到球面镜球心的距离 x。 
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第 27 届全国中学生物理竞赛决赛试题答案 

一、（25分）填空题 

1． 
2

2 2

4π

4π

kR

k M
（6 分） 

2．
fV

V u
，

fV

V u
（4分） 

3．

1 1

0

0

1
Mg

T
p A





 
 

 
（6分） 

4． 6 17.3 10 m s  ， 8 12.8 10 m s  ， 58.4 10 V （9 分） 

h
p


  

2 2 2

eE p c m y   

2

k eE eV E m c    

二、（20分） 

1．令m表示物块的质量，物块在斜面上滑动的加速度 

 1
1

sin cos
sin cos

mg mg
a g

m

  
  


   ，   （1） 

物块滑到斜面底端的速度 

 0 1

2
2 1 cot 4.0m/s

sin

ah
v gh  


        （2） 

以传输带为参照系，物块滑到传输带的初速度大小 

2 2

0 0 5.0m/sv v V    。       （3） 

运动方向与传输带边缘的夹角 满足 

4
tan

3
  。          （4） 

物块在传输带上作减速运动，其加速大小为 

2
2

mg
a g

m


   。        （5） 

当物块与传输带相对静止时在传输带上运动的距离 

2 2

0 0

12 2

v v
s

a g

 
   ，         （6） 

物块不超过传输带的边缘对应的最小摩擦系数
2 应满足 
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2

0

2

sin
sin

2

v
s d

g







           （7） 

因此可得 

2

0

2

sin
0.5

2

v

gd





  。        （8） 

2．物块对传输带的摩擦力大小 

2 0 0

2

g
F v v

g


 


    ，        （9） 

方向与
0v的方向相同。从地面参照系来看，传送带速度为V ，单位时间内物块对传输带所

做的功 

cosW FV   ，         （10） 

因此负载所引起的附加功率 

2 640WP W V     。       （11） 

考虑到无负载时电机的输出功率 

2

0 0 0 360WP I E I R   。    （12） 

有负载时电机的输出功率为 

0 1000WP P P    。    （13） 

设有负载时的工作电流为 I ，则 

2P IE I R  ，         （14） 

解之得 

10AI  。          （15） 

评分标准：（2）式 2分，（3）、（4）式共 2分，（6）式 2分，（7）式 3分，（8）式 1分，（9）

式 4分，（10）式 2分，（13）式 2分，（15）式 2分。 

 

三、（20分） 

设轻杆的杆长为 2l ，当杆与水平线的夹角为 时，球 1和球 2的速度分别为
1v 和 2v ，杆转

动的角速度为。因机械能守恒，有 

  2 2

1 2

1 1
0 sin 2 sin 2

2 2
mgl mgl m v mv     。  （1） 

又因 

           
1 2v v l  ，      （2） 

可由（1）、（2）解得 
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2 sin

3

g

l


         （3） 

轻杆与两小球构成的系统对转轴的角动量 

1 22L mlv mlv  ，        （4） 

由角动量定律有 

2 cos cos
L

mgl mgl
t

 


 

。     （5） 

根据角加速度 的定义 

t







，     （6） 

由（2）、（4）、（5）、（6）各式得 

cos

3

g

l


  。      （7） 

当两球都未脱离轻杆时，两球都绕转轴作圆周运动，球 1的切向加

速度和法向加速度分别为 

lta l        （8） 

lta l        （9） 

以
1N 表示沿垂直于轻杆方向球 1与杆的相互作用力的大小，以

1f 表示沿着轻杆方向球 1与

杆的相互作用力的大小，根据牛顿第二定律，有 

12 cos 2 ltmg N ma   ，     （10） 

1 2 sin 2 ltf mg ma        （11） 

由（3）、（9）、（10）、（11）各式得 

1

4
cos

3
N mg  。       （12） 

1

10
sin

3
f mg  。       （13） 

对 2球作同样的分析，沿垂直于轻杆方向球 2与杆的相互作用力的大小
2N 与沿着轻杆方向

球 2与杆的相互作用力的大小
2f 分别为 

2

4
cos

3
N mg  ，       （14） 

2

1
sin

3
f mg  。       （15） 

由（12）、（14）式可知，杆与小球 1、杆与小球 2的最大静摩擦力相等，而（13）、（14）式

表明小球 1与杆的摩擦力大于小球 2与杆的摩擦力，故在转动过程中，小球 1与杆之间的摩
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擦力先达到最大静摩擦力，故小球 1先滑动。设 1球开始滑

动时，细杆与水平线夹角为
1 ，则    1 1 1 1f N   ， 

即
1 1

10 3
sin cos

3 4
mg mg   ，    （16） 

由（16）式并代入数据得 

1

π

6
  。        （17） 

当
1  时，球 1开始向外滑动。由于球 1的初始位置紧靠轻杆末端，球 1从开始滑动到脱

离细杆的时间可忽略不计，因此球 1脱离细杆与水平线夹角也为 1

π

6
  。 

球 1一旦脱离轻杆，因轻杆没有质量，球 2与轻杆间的相互作用立即消失，此后球 2只受重

力作用而作斜舞女运动，注意到（2）、（3）、（7）各式，抛出时的初速度 

1
0

2 sin 3

3 3

g gl
v l

l


  。      （18） 

初速度的方向与水平线的夹角 

0 1

π π

2 3
    。        （19） 

在球 2作抛体运动的过程中，球与轻杆间虽无相互作用，但球仍套在杆上，轻杆将跟着球运

动，但不会干扰小球的运动。当球离转轴的距离再次等于 l 时，球 2便脱离轻杆。建立如图

所示的坐标系Oxy，根据斜抛运动规律可得任意 t 时刻（取球 2开始作抛体运动的时刻为计

时起点）球 2的位置坐标 

1 0 0cos cosx l v t    ，      （20） 

2

1 0 0

1
sin sin

2
y l v t gt    ，     （21） 

球 2脱离细杆时有 

2 2 2l x y  。         （22） 

利用（17）、（18）、（19）各式得 

2 2 2
2 0

3

l l
t t t

g g

 
    

 
，      （23） 

从而解得 

15
1

3

l
t

g

 
   
 

。       （24） 

此时 
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2 3 5

6

2 15

6

x l

y l

 
 





 

。       （25） 

设球 2脱离细杆时细杆与水平线夹角也为
2 （如图），则 

2

2 3 5
cos

6

x

l



  ，      （26） 

2

2 3 5
arccos 78.2

6


 
    

 
（或1.36弧度）。  （27） 

评分标准：（3）式 2分，（7）式 3分，（12）~（15）式各 1分，（16）式 2分，（17）式 1

分，（18）式 2分，（19）式 1分，（20）~（22）式各 1分，（26）、（27）式各 1分。 

 

四、（15分） 

解法 1： 

以m表示质点 B的质点， 表示连线 BC 与竖直方向的夹角，表示

转动角速度，
BCf 表示 BC 间排斥力的大小。根据牛顿定律有 

2

1 1sin sin sinAB BCf f m AB     ，    （1） 

1cos cos 0AB BCf f   ，       （2） 

2

2 2sin sin sinAC BCf f m AC     ，    （3） 

2cos cos 0AC BCf f   。       （4） 

由（1）、（3）两式并利用（2）、（4）两式可得 

 

 
11

2 2

sinsin

sin sin

AB

AC

ABf

f AC

 

  





。      （5） 

考虑到几何关系 

 

 
2

1

sin

sin

AB

AC

 

 





       （6） 

并利用已知
ABf 和

BCf 的表示式。可由（5）得到 

2

1

2

sin

sin

a

AB

AC







 
  

 
       （7） 

又，由（2）、（4）式可得 2

1

cos

cos

AB

AC

f

f




 。      （8） 

带入已知的
ABf 和

BCf 的表达式可得 
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2

1

cos

cos

AB

AC








 。        （9） 

联立（7）、（9）从而有 

2 2

1 1 2 2sin cos sin cos        。    （10） 

如果
1 2 ≠ ，则意味着方程 

2sin cos 0C            （11） 

在
π

0
2

 
 
 
， 区间有两个不同的解，其中C 为某一合适的常数。这要求函数 2sin cos   在

π
0

2

 
 
 
， 区间不能是单调函数，也就是说 sin  和 2cos  不能同时为单调增函数或单调减函

数。因此当增大时，若 sin  增大，则 2cos  应减小；反之，若 sin  减小，则 2cos 

应增大，故 与 2  同号。因此有 

0           （12） 

2a  。         （13） 

对 0a  ，可知 2sin cos    在 0  及
π

2
时均为零，因此 2sin cos    在

π
0

2

 
 
 
， 区间一定

存在极值点，意味着方程（11）在C 合适选取的情况下必有两个或两个以上的不同解。对 2a 

亦然。因此条件（12）、（13）是符合题意要求的充分必要条件。 

评分标准：（1）~（4）式各 1分，（6）式 1分，（10）式 6分，（12）、（13）式及其以下说明

共 4分。 

解法 2： 

如图，设 B、C 间的排斥力是 f ，它们受到 A的吸引力分别是
ABf 、

ACf ，向心力分别是
1Cf 、

2Cf ，距离 A分别是
1r 、 2r ；根据三角形的相似关系，有 

1

1

CAB
ff f

r AB BD
  ，        （1a） 

2

2

AC Cf f f

r AD CD
  。       （2a） 

以上两式相比可得 

12

1 2

CAB

AC C

ff r CD

f r f BD
         （3a） 

依题意有 

1

2

AB

AC

f r

f r


 

  
 

，        （4a） 
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1 1 1

2 2 2

sin

sin

C

C

f rEB

f FC r




  ，        （5a） 

2 2

1 1

cos

cos

rCD AF

BD AE r




  ，        （6a） 

将（4a）~（6a）代入（3a）得 

1

1 1 1 2 2

2 2 2 1 1

sin cos

sin cos

r r r

r r r



 

 



 
  

 
。      （7a） 

由（7a）得 

2 2

1 1 2 2sin cos sin cos        。     （8a） 

之后的讨论与“参考解答 1”相同。 

评分标准：考虑“参考解答 1”。 

 

五、（15分） 

以
ap 表示环境中大气的压强，则初始时装入容器的空气的压强为

ap ，温度为
aT ，以

aV 表示

其体积。当容器与冰山接触，达到平衡时，容器中空气的温度为
1T ，体积减小为 0V ，根据

题意，空气经历的过程为等压过程，故有 

0

1

a

a

V V

T T
              （1） 

在这一过程中，容器中空气内能的增加量为 

 02.5 a aU p V V   ，          （2） 

大气所考察空气做功为 

 0a aW p V v              （3） 

若以Q表示此过程中冰山传给容器中空气的热量，根据热力第一定律有 

Q U W   。           （4） 

由以上四式得 

13.5 a

a a

a

T T
Q p V

T

 
  

 
          （5） 

（5）式给出的Q是负的，表示在这一过程中，实际上是容器中的空气把热量传给冰山。 

容器中空气的温度降至冰山温度后，又经一过等容升温过程，即保持体积
0V 不变，温度从

1T

升至环境温度
aT ，并从周围环境吸热。若以

1p 表示所考虑空气的压强，则有 

1

1

a

a

pp

T T
              （6） 
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设喷管的体积为u，当喷管中的气体第一次被喷出时，容器中空气的压强由
1p 降到 2p ；根

据题目给出的条件，有 

 1 0 2 0p V u p V  ，          （7） 

即 0

2 1

0

V u
p p

V


              （8） 

喷出气体获得的动能 

 k1 1 aE p p u   。          （9） 

当喷管中的空气第二次喷出后，容器中空气压强由
2p 降到

3p ，根据题给出的条件可得 

0

3 2

0

V u
p p

V


            （10） 

喷出气体获得的动能 

 k2 2 aE p p u   。          （11） 

当喷管中的空气第 N 次被喷出后，容器内空气的压强由
Np 降到

1Np 
，根据题给出的条件可

得 

0

1

0

N N

V u
p p

V



            （12） 

喷出气体获得的动能 

 1k N aE p p u   。          （13） 

如果经过 N 次喷射后，容器中空气的压强降到周围大气的压强，即 

1N ap p  ，            （14） 

这时喷气过程终止，在整过喷气过程中，喷出气体的总动能。 

k k1 2k kNE E E E                （15） 

利用（8）到（13）式，（15）式可化成 

2 1

0 0 0

1

0 0 0

1

N

k a

V u V u V u
E p u Np u

V V V

        
           
       

，  （16） 

（16）式等号右边第 1 项方括号内是 N 项的等比级数，故有 

0

0

k 1

0

0

1

1

N

a

V u

V
E p u Np u

V u

V

 
  
 

 




。        （17） 

又，根据（8）、（10）、（12）、（14）各式可得 
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0

1

0

N

a

V u
p p

V

 
 

 
，          （18） 

对（18）式等式两边取自然对数得 

0 1

ln 1 ln apu
N

V p

 
  

 
。          （19） 

因
0u V ，可利用近似公式  ln 1 x x ≈ 把（19）进一步化简，即 

0 1ln
a

V p
N

u p
             （20） 

进而由（17）、（18）、（20）三式得 

  1
k 1 0 0 lna a

a

p
E p p V p V

p
           （21） 

将（1）、（6）代入（21）式，可得 

1 1 1
k 1 lna a

a a a

T T T
E p v

T T T

 
   

 
。        （22） 

根据题意，这些动能可转化成的电能为 

1 1 10.45 1 lna a

a a a

T T T
E p V

T T T

 
   

 
。       （23） 

以上讨论表明，要获得电能 E，冰山必须吸收 Q 的热量，整座冰山化掉可吸收的总热量 

1Q mL 。           （24） 

因此可产生的总电量为 

1

mL
E E

Q



。          （25） 

将（5）和（23）带入（25）式，得 

1 1 1

1

1

1 ln
9

70
1

a a a

a

T T T

T T T
E mL

T

T

 





，        （26） 

代入数据后有 

14

1 1.5 10 JE             （27） 

评分标准：（5）式 3分，（7）式 1分，（9）式 2分，（17）式 2分，（18）式 1分，（22）式

3分，（25）~（27）式各 1分。 

 

参考解答 2： 
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以
ap 表示环境中大气的压强。设融化整座冰山可使 n摩尔的空气参与如题所述的过程，且

在过程  a 中体积和温度变化分别为 V 和
1 aT T T   ，则在此过程中这部分气体放出的热

量为 

5

2
a aQ p V p V     。        （1） 

其中右边第一项表示大气对系统做的功，第二项表示系统内能的变化，考虑到物态方程，有 

 1

7

2
aQ nR T T  ，         （2） 

这部分热量等于冰山融化吸收的熔解热，故 

Q mL ，           （3） 

因此联立（2）、（3）可得 

 1

2

7 a

mL
n

R T T



。          （4） 

在气体等容吸热的过程  b 中，设最后达到压强
0p ，体积达到 0V ，则易得 

1

a a

a

T p
p

T
 ，           （5） 

0

0

anRT
V

p
            （6） 

再考虑喷气过程：因为等温，在每个喷气的小过程中过后，容器内的压强增量 p 满足 

0

0

V up p

p V

 
 ，          （7） 

其中
0V 为过程  b 中系统的体积， p 为这个喷气过程中容器内的压强，那么喷出的气体的动

能 

 aE p p u   ，          （8） 

与（7）联立，消去u，得 

  0k a

p
E p p V

p


    。        （9） 

因此，做变换 E dE  ， p dp  ，总的动能则为 

 
0

k 0

ap

a
p

dp
E p p V

p
           （10） 

  0

0 0 0 lna a

a

p
p p V p V

p
    

最后，据题意所获得的总的电能为 
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k0.45E E ，           （11） 

将（4）、（5）、（6）、（10）带入（11）式，得 

1 1 1

1

1 ln
9

70
1

a a a

a

T T T

T T T
E mL

T

T

 





；       （12） 

代入数据后有 

141.5 10 JE   。          （13） 

评分标准：参考“参考解答 1”的评分标准。 

 

六、 

1．根据题意，乒乓球与金属板第一次碰撞前其动能和速度分别为 

k1 0E              （1） 

1 0v              （2） 

刚碰后，乒乓球带的电荷量 

0q C U             （3） 

其动能和速度分别为 

k1 0E              （4） 

1 0v              （5） 

此后在电场力作用下乒乓球向另一金属板加速运动。当它到达另一金属板，与金属板第二次

碰撞前其动能为 

k2 k2E E qU            （6） 

注意到（3）、（4）式有 

2

k2 0E C U            （7） 

与金属板第二次碰撞前的速度为 

k
2

2E
v

m
            （8） 

第二次碰撞后的速度和动能分别 

2 2v ev              （9） 

2

k2 2

1

2
E mv             （10） 

由（9）、（10）式得 

2

k2 k2E e E             （11） 
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乒乓球与金属板第三次撞前动能为 

k2 k2E E qU            （12） 

由（3）、（7）（11）、（12）式得 

  2

k3 01E e C U            （15） 

乒乓球与金属板第三次碰撞前速度 

k2
1

2E
v

m
             （16） 

乒乓球与金属板第三次碰撞后的速度和动能分别为 

3 3v ev               （17） 

3

k3 3kE e E             （18） 

乒乓球与金属板四次碰撞前的动能 

k4 k3E E qU            （19） 

由（3）、（15）、（18）、（19）式得 

 2 4 2

k4 01E e e C U            （20） 

乒乓球与金属板第四次碰撞前速度为 

k4
4

2E
v

m
            （21） 

乒乓球与金属板第四次碰撞后的速度和动能分别为 

4 4v ev              （22） 

2

k4 k4E e E             （23） 

以此类推，可得乒乓球与金属板第 n次碰撞前、后的动能分别为 

 22 2 2

kn 01
n

E e e C U
    

 
       （24） 

 2 22 2 22

kn 01
n

E e e e C U
    

 
       （25） 

即 

 2 1

2

kn 02

1

1

n
e

E C U
e







         （26） 

 2 12

2

ln 02

1

1

n
e e

E C U
e

 
  


        （27） 

对非弹性碰撞， 1e  ，可由以上两式看出
knE 和

knE 均随碰撞次数单调递增。当 n 时有 

2

k 02

1

1
E C U

e



          （28） 
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2
2

k 021

e
E C U

e

 


          （29） 

乒乓球运动过程中达到的最大动能应与金属板碰撞前的极限动能，即 

2

kmax k 02

1

1
E E C U

e
 


        （30） 

2．经过足够长时间后亦即 n 时，乒乓球在某一次与金属板碰撞后和下一次碰撞前的速

度分别为 

 
0k

2

22

1

CE
v eU

m e m





  


       （31） 

 
0k

2

22

1

CE
v U

m e m


  


        （32） 

此间时间间隔 

2

d
T

v v 


 

           （33） 

因此可得，通过外电路的平均电流强度 

q
I

T
             （34） 

由（31）、（32）、（33）、（34）各式得 

2

0 01

1 2

C U eC
I

d e m





         （35） 

评分标准：（26）、（27）式或（28）、（29）式共 8分，（30）式 2分，（31）~（33）式各 1

分，（35）式 2分。 

 

七、 

参考答案 1： 

1． a a 和 cc中的感应电动势为 

2

1

2
sin

2
a a ccE E Bl           （1） 

b b 和 dd 中的感应电动势为 

2

2

2
cos

2
b b dd Bl             （2） 

根据电路的对称性可知 

1ba a b d c cdI I I I I        ，
2ad d a c b bcI I I I I          （3） 
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根据基耳霍夫第一定律，有 

1 2aa c cI I I I              （4） 

1 2b b ddI I I I              （5） 

根据基耳霍夫第二定律，有 

1 1 1 2 1aa bbI R I R I R I R               （6） 

1 2 2 1dd adI R I R I R I R              （7） 

 
2

1

2
cos sin

8
bc ad

Bl
I I I

R


           （8） 

 
2

2

2
cos sin

8
ad bc

Bl
I I I

R


           （9） 

2．当正方体转动到任意位置（对角线 db与磁场夹角为任意 ）时，通过 a a 、cc，b b 、dd 

的电流 

22
sin

4
a a ad ba

Bl
I I I

R


           （10） 

22
sin

4 4
cc bc cd

Bl
I I I


           （11） 

22
cos

4
b b ba bc

BI
I I I

R


           （12） 

22
cos

4
dd ad cd

Bl
I I I

R


          （13） 

为维持正方体作匀速转动所需的外力矩等于磁场对电路作用的合

力矩，即 

a a cc a aF F BlI    ，
b b dd b bF F BlI         （14） 

2 2
2 sin 2 cos

2 2
a a b bM F l F l         （15） 

将（11）~（14）代入（15），得 

2 4

2

B l
M

R


 。          （16） 

评分标准：（1）、（2）式共 2分，（4）、（5）式共 4分，（6）、（7）式共 4分，（10）~（13）

式共 2分，（14）式 1分，（15）式 2分，（16）式 1分。 
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参考解答 2： 

1． a a 和 cc中的感应电动势为 

22
sin

2
a a cc Bl          （1b） 

b b 和 dd 中的感应电动势为 

22
cos

2
b b dd Bl          （2b） 

先计算
b b  和 dd 单独存在（ a a  和 cc 短路）时流过各支路的电流。若将 a a 和 cc断开，则

等效电路如图所示，则通过 b b 和 dd 电流 

   
2

1 1 2
cos

4 4

b b dd

b b dd

Bl
I I

R R

  
 

 


       （3b） 

通过ba、 ad 、bc 和 cd 的电流强度 

       
2

1 1 1 11 2
cos

2 8
bd ad cd b b

Bl
I I I I

R


       （4b） 

根据电路的对称性，此时 a、 a之间， c 、 c之间的电势差 

0a a ccU U            （5b） 

由此连接 a a 和 cc后流过 a a 和 cc的电流。 

   1 1
0aa ccI I            （6b） 

因此连接 a a 和 cc不影响ba和 ad 中的电流。 

再计算
a a  和 cc 单独存在（ b b  和 dd 短路）时流过各支路的电

流。若将b b 和 dd 断开，等效短路时如图所示。采用与上述一样

的方法，可得
a a  和 cc 单独存在时流进 a a 和 cc电流 

   
2

2 2 2
sin

4
a a cc

Bl
I I

R


         （7b） 

通过ba、 ad 、bc 和 cd 的电流 

   
2

2 2 2
sin

8
ba cd

Bl
I I

R


         （8b） 

   
2

2 2 2
sin

8
ad bc

Bl
I I

R


        （9b） 

此时b、b之间和 d 、d 之间的电势差 0b b ddU U   ，由此连接b b 和 dd 后流过b b 和 dd 

的电流 

   2 2
0b b ddI I            （10b） 
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因此连接bb和 dd 不影响各支路中的电流。 

根据叠加原理，ba、 ad 、 bc 和 cd 的电流强度； 

     
2

1 2 2
cos sin

8
ba ba ba

Bl
I I I

R


        （11b） 

     
2

1 2 2
cos sin

8
ad ad ad

Bl
I I I

R


        （12b） 

     
2

1 2 2
cos sin

8
bc bc bc

Bl
I I I

R


        （13b） 

     
2

1 2 2
cos sin

8
cd cd cd

Bl
I I I

R


        （14b） 

2．与“参考解答 1”相同。 

评分标准：参考“参考解答 1”的评分标准。 

 

八、 

参考解答： 

1．光路图如下，指出被球面镜反射的光线汇累于凸透镜的焦点。 

 

2．参照所给光路图，可知CO x ，设 CAO a∠ ，有如下几何关系： 

sin
x

R
  ，           （1） 

 cot 2r f            （2） 

两式联立，可求得 

1
sin arctan

2

f
x R

r

 
  

 
。        （3） 

评分标准：正确画出光路图 5分，（3）式 5分。 
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第 28届全国中学生物理竞赛决赛试题 

 

一、（15分）在竖直面内将一半圆形光滑导轨固定在 A、B两点，

导轨直径 AB=2R，AB 与竖直方向间的夹角为 60°，在导轨上套

一质量为 m 的光滑小圆环，一劲度系数为 k 的轻而细的光滑弹

性绳穿过圆环，其两端系与 A、B两点，如图 28决—1所示。当

圆环位于 A 点正下方 C 点时，弹性绳刚好为原长。现将圆环从

C 点无初速度释放，圆环在时刻 t 运动到 C'点，C'O 与半径 OB

的夹角为 θ，重力加速度为 g.试求分别对下述两种情形，求导轨对圆环的作用力的大小：（1）

θ=90°（2）θ=30° 

 

 

 

二、（15 分）如图 28 决—2 所示，在水平地面上有一质量为 M、长度为 L 的小车，车内两

端靠近底部处分别固定两个弹簧，两弹簧位于同一直线上，其原长分别为 l1和 l2，劲度系数

分别为 k1和 k2；两弹簧的另一端分别放着一质量为 m1、m2的小球，弹簧与小球都不相连。

开始时，小球 1压缩弹簧 1并保持整个系统处于静止状态，小球 2被锁定在车底板上，小球

2 与小车右端的距离等于弹簧 2 的原长。现无初速释放小球 1，当弹簧 1 的长度等于其原长

时，立即解除对小球 2 的锁定；小球 1与小球 2碰撞后合为一体，碰撞时间极短。已知所有

解除都是光滑的；从释放小球 1 到弹簧 2 达到最大压缩量时，小车移动力距离 l3.试求开始

时弹簧 1的长度 l和后来弹簧 2所达到的最大压缩量 Δl2. 

 

 

  

k1 k2 m2 m1 

L 

图 28 决—2 

A 

B 
C 

C' 

O D 

θ 60° 

图 28 决—1 
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三、（20分）某空间站A绕地球作圆周运动，轨道半径为 rA=6.73×10
6
m.

一人造地球卫星 B 在同一轨道平面内作圆周运动，轨道半径为

rB=3rA/2，A和 B均沿逆时针方向运行。现从空间站上发射一飞船（对

空间站无反冲）前去回收该卫星，为了节省燃料，除了短暂的加速

或减速变轨过程外，飞船在往返过程中均采用同样形状的逆时针椭

圆转移轨道，作无动力飞行。往返两过程的椭圆轨道均位于空间站

和卫星的圆轨道平面内，且近地点和远地点都分别位于空间站和卫星的轨道上，如图 28 决

—3所示。已知地球半径为 Re=6.38×10
6
m，地球表面重力加速度为 g=9.80m/s

2
.试求： 

（1）飞船离开空间站 A 进入椭圆转移轨道所必须的速度增量 ΔvA，若飞船在远地点恰好与

卫星 B 相遇，为了实现无相对运动的捕获，飞船所需的速度增量 ΔvA. 

（2）按上述方式回收卫星，飞船从发射到返回空间站至少需要的时间，空间站 A至少需要

绕地球转过的角度。 

 

四、（15分）摩尔质量为 μ的某种理想气体，从左向右流过一内壁光滑的长直水平绝热导管，

导管内横截面的面积为 S，一摩尔绝对温度为 T 的该气体的内能为 5RT/2，式中 R为普适气

体常量。 

（1）将一加热装置固定放置在管得中部，以恒定功率 W 给气体加热，如图 28 决—4（a）

所示。假设该装置对气流的阻力可以忽略，当气流稳定后，管中气体虽然在加热装置附近的

状态不均匀，但随着与加热装置距离的增加而逐渐趋于均匀。在加热装置左边均匀稳流区域

中，气体的压强为 P0，温度为 T0，向右流动的速度为 v0.已知加热装置右边均匀稳流区域中

气体的压强为 P1，试求该区域气体的温度 T1. 

（2）现将管中的加热装置换成一多空塞，如图 28 决—4（b）所示。在气流稳定后，多孔塞

左边气体的温度和压强分别为 T0和 P0，向右流动的速度为 v0；多孔塞右边气体的压强为 P2

（P2<P0）.假设气体在经过多孔塞的过程中与多孔塞没有任何形式的能量交换，求多孔塞右

边气体的流速 v2.  

 

 

 

  

A 

B 

地球 

转移轨道 

图 28 决—3 

（a） 

v0 

P0,T0 P1 

加
热
装
置 

（b） 

P0,T0 

v0 

P2 

多
孔
塞 

图 28 决—4 
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五、（15分）如图 28决—5所示，一个三棱镜 ABC的顶角 α小于 90°.

假设光线在纸面内以任意入射角入射到 AB 面上的 D 点，经一次折射

后，又入射到 AC 面上，且能在 AC 面上发生全反射。已知光线在 AC

面上发生全反射的临界角为 Θ（Θ<45°），AC边足够长。试求下列两种

情形下分别求三棱镜顶角 α的取值范围： 

（1）如果光线仅从 AB 面上法线的下方入射； 

（2）如果光线仅从 AB 面上法线的上方入射。 

 

 

六、（20分）一电荷量为q的点电荷产生的电场在距离它为 r处的电场强度的大小为
2e

q
E k

r
 ，

式中 ke为常量；一条长直导线中通有电流 i时，它产生的磁场在与导线相距为 r（远小于长

直导线的长度）处的磁感应强度的大小为
2

m

i
B k

r
 ，式中 km也为常量。 

上述两常量比值的平方根 e

m

k

k
可用如图 28 决—6 所示

的实验装置，通过低频（约几百赫兹）的电场和磁场来测

定。图中 A、B 表示水平放置的、电容为 C1的平行板电容

器的极板，极板为正方形，边长为 a1（极板间距远小于 a1）。

极板 B 固定，极板 A 悬挂在天平臂一端的挂钩上，M、N

为两根水平放置的平行长直金属细杆，长度均为 a2，两杆

间的距离为 h（h<<a2）。杆 N 固定，杆 M 悬挂于天平臂的另一挂钩上。C2为一个已知电容

器的电容，K是电键。交流电源的电压 u与时间 t的关系为 u=U0cos2πft，其中 f表示交流电

的频率。各部分通过导线如图链接。已知在电键 K 打开时，天平已调节至平衡。接通电源

后，天平将失去平衡。通过调节交流电源的频率，可使天平重新达到平衡（注意：天平具有

惯性，实际上是交流电的平均效果使天平平衡），试求 e

m

k

k
的表达式。【图中的双线可视为刚

性绝缘杆，单线视为导线，曲线表示柔软无质量的导线。不考虑电场、磁场的边缘效应。不

考虑导线磁场对M和 N的影响。】 

  

A 

B C 

D 
α 

图 28 决—5 

A 

B 

a1 

C1 K 

u M

N

a2 

C2 

h 

图 28 决—6 
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七、（20分）两个劲度系数均为 k的相同的轻质金属弹簧，上端固定在水平绝缘横杆上，竖

直下垂，下端与一质量为 m 的匀质刚性金属杆连接，金属杆的长度为 l，杆长与两弹簧的间

距相等。将金属杆置于磁感应强度为 B 的匀强磁场中，磁场方向垂直于纸面向内。杆、弹

簧和交流电源 u构成一闭合电路，金属杆和弹簧的电阻可忽略；且回路电流的磁场远弱于外

磁场 B，如图 28决—7（a）所示。在图 28决—7（b）中，一电感和一电容并连后接到同样

地交流电源 u上。若在图 28决—7 所示的两回路中，在任何时刻，通过电源的电流都一样。

试将图（b）中的电容 C 和电感 L 用图（a）中的装置的已知参量表示。 

 

 

 

 

八、（20 分）朱棣文等三位科学家因成功实现中性原子的磁光俘获而获得了 1997 年诺贝尔

物理学奖。对以下问题的研究有助于理解磁光俘获的机理（注意：本问题所涉及的原子的物

理特性参数，实际上都是在对大量原子或同一原子的多次同类过程进行平均的意义上加以理

解的）。 

（1）已知处于基态的某静止原子对频率为 ν0的光子发生共振吸收，并跃迁到它的第一激发

态，如图 28 决—8（a）所示。然而，由于热运动，原子都处于运动中。假设某原子一速度

v0运动，现用一束激光迎头射向该原子，问恰能使该原子发生共振吸收的激光频率 ν为多少？

经过共振吸收，该原子的速率改变了多少？（hν0<<mc
2，m是原子质量，h=6.63×10

-34
J•s） 

（2）原子的共振吸收是瞬时的，但跃迁到激发态的原子一般不会立即回到基态，而会在激

发态滞留一段时间，这段时间称为该能级的平均寿命。已知所考察原子的第一激发态的平均

寿命为 τ.若该原子能对迎头射来的激光接连发生共振吸收，且原子一旦回到基态，便立即发

生共振吸收，如此不断重复，试求该原子在接连两次刚要发生共振吸收时刻之间的平均加速

度。注意：原子从激发态回到基态向各个方向发射光子的机会均等，由于碰撞频率极高，因

而由此而引起原子动量改变的平均效果为零。 

图 28 决—7 
（a） 

k k 
u 

l 

B 

（b） 

u 

C 

L 
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（3）设所考察的原子以初速度 v0沿 z 轴正向运动，一激光束沿 z 轴负向迎头射向该原子，

使它发生共振吸收。在激光频率保持不变的条件下，为了使该原子能通过一次接着一次的共

振吸收而减速至零，为此可让该原子通过一非均匀磁场 B(z)，实现原子的磁光俘获，如图

28 决—8（c）所示。由于处于磁场中的原子与该磁场会发生相互作用，从而改变原子的激

发态能量，如图 28 决—8（b）所示。当磁感应强度为 B 时，原来能量为 E 的能级将变为

E+ΔE，其中 ΔE=μB，μ是已知常量。试求磁感应强度 B随 z变化的关系式。 

（4）设质量为 m=1.0×10
-26

kg 的锂原子初速度 v0=1.2×10
3
m•s

-1，静止时的共振吸收频率为

ν0=4.5×10
14

Hz，第一激发态的平均寿命 τ=5.3×10
-8

s.为使所考察的原子按（3）中所描述的过

程减速为零，原子通过的磁场区域应有多长？ 

 

 

 

  

（c） 

线圈 

v0 

z L 

激光 

图 28 决—8 

（a） （b） 

ν0 ν0+
ΔE

h
 

基态 

第一激发态 

B=0 B≠0 
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第 28届全国中学生物理竞赛决赛试题 

及参考解答 

一、参考解答： 

1.设弹性绳在时刻 t的伸长量为 L ，弹性绳的张力为T ，

小圆环的高度为H 。当 090  时，小圆环受到导轨的

正压力为 N 、竖直向下重力mg和弹性绳的沿 'C A和

'C B两个方向的张力，见图 1，根据几何关系有 

0 0 04 cos45 2 (cos30 sin30 )L R R     

(2 2 3 1) 0R                    （1） 

这说明绳是张紧的。 

o o2 sin(45 30 )H R       （2） 

根据牛顿定律，这时有 

2
o o2 cos 45 cos30

mv
N T mg

R
    （3） 

式中， v 是小圆环此刻运动速度的大小，小圆环在下降过程中机械能守恒 

2 21 1

2 2
mgH mv k L        （4） 

根据胡克定律有 

T k L          （5） 

3 3
1 (16 2 3 5 2 5 6)

2
N mg kR

 
       
 

   （6） 

1.6 0.15mg kR   

2.当 o30  时，弹性绳的伸长量为 

o o o o2 (cos15 sin15 ) 2 (cos30 sin30 )L R R      

( 6 3 1) 0.28 0R R          （7） 

弹性绳处于松弛状态， 0T  ，小圆环受力如图 2所示，根据牛顿定律有 

2
ocos30

mv
N mg

R
      （8） 

整个过程机械能守恒，有 

图1

O

60°
90°

T

T B

A

C

C'

mg
v

N
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21

2
mgH mv      （9） 

由几何关系得 

o o2 sin15 sin 45H R    （10） 

由（8）、（9）、（10）式得 

3 3
1 1.6

2
N mg mg

 
    
 

   （11） 

评分标准： 

本题 15分 

第一问 8分，（1）（2）式各 1分，（3）式 2分，（4）（5）式各 1分，（6）式 2分； 

第二问 7分，（7）式 1 分，（8）式 2分，（9）（10）式各 1分，（11）式 2分。 

 

二、参考答案： 

 以地面为参考系，取水平向左为 x正方向，由题意
1l l 。在小球 1从释放至运动到与小

球 2刚好接触的过程中，小球 1、2与小车作为一个整体，总能量与总动量守恒，故 

1 0 2 0( ) 0m v M m V         （1） 

2 2 2

1 0 2 0 1 1

1 1 1
( ) ( )

2 2 2
m v M m V k l l      （2） 

式中，
0v 和 0V 分别表示在小球 1、2刚好接触时小球 1和小车的运动速率。 

 考虑从小球 1和 2 相碰至两个小球合为一体时的碰撞过程，由于碰撞时间极短，弹簧 2

还没有来得及被压缩，可忽略弹簧 2的弹力，此过程中，小球 1和 2作为一个整体动量守恒。 

故 

2 0 1 0 1 2( )m V m v m m v       （3） 

式中， v 表示在碰后的瞬间小球 1和 2的共同速率。 

 当弹簧 2大盗贼最大压缩时，小球 1、2与小车三者相对静止，由动量守恒与系统总动

量为零可知，这是小车相对地面的速度为零。从小球 1和 2刚好合为一体时至弹簧 2达到最

大压缩的过程中，系统动量守恒，故 

2 2 2

0 1 2 2 2

1 1 1
( )

2 2 2
MV m m v k l       （4） 

30°

图2

O
60°

T

B

A

C

C'

mg

N
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联立（1）至（4）式得 

1 1
2 1

2 2 1 2

( )
( )( )

k Mm
l l l

k M m m m
  

 
  （5） 

 考虑从小球 1释放至弹簧 2达到最大压缩的全过程。小球、弹簧及小车作为一个整体，

所受到的合外力为零，系统质心的位置在整个过程中应当保持不变，即 

1 2 3 1 1 1 2 1 2 2( ) [( ) ( )] ( ) 0M m m l m l l L l l m m l             （6） 

联立（5）和（6）式得 

1 2
1 2 3

1
1

1 1 2

2 1

( )
1

M m m
l l L l

m
l l

k M m m

k Mm

 
  

 




    （7） 

1 2
1 2 3

1
2

1 2 1 2 1 2

1 2 1

( )( )

M m m
l l L l

m
l

m m k M m m m

m k Mm

 
  

 
  



  （8） 

评分标准： 

本题 15分 

（1）（2）（3）（4）式各 2分，（6）式 3分，（7）（8）式各 2分 

 

三、参考解答： 

1.设空间站 A和卫星 B 的速度大小分别为
0Av 和

0Bv ，则由牛顿引力定律得 

2

0

2

A

A A

mvGmM

r r
   （1） 

2

'
'

e

Gm M
m g

R
   （2） 

式中，m和M 分别是飞船和地球的质量， 'm 和 g分别是地球表面上的某一物体的质量和重

力加速度，由（1）与（2）式得 

0A e

A

g
v R

r
    （3） 

同理有 
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0B e

B

g
v R

r
    （4） 

飞船进入椭圆转移轨道后，其机械能为 

2

GmM
E

a
    （5） 

式中， 2a是椭圆轨道的长轴，由集合关系有 

2 A Ba r r    （6） 

设飞船在近地点和远地点处的速度大小分别为
Av 和 Bv ，则 

21

2 2
A

A

GmM GmM
mv

r a
     （7） 

由（1）和（7）式得 

1 1 1 1
2 ( ) 2

2 2
A e

A A

v GM R g
r a r a

 
    

 
 （8） 

同理，有 

1 1
2

2
B e

A

v R g
r a

 
  

 
    （9） 

由（3）、（8）式和题给条件得 

0

6
1 735 /

5
A A A e

A

g
v v v R m s

r

 
       

 
   （10） 

由（4）、（9）式和题给条件得 

0

2 8
664 /

3 15
B B B e

A

g
v v v R m s

r

 
       

 
  （11） 

2.设空间站 A、卫星 B 和飞船的运动周期分别为
AT 、

BT 和T ，根据开普勒第三定律有 

2 2 2

3 3 3

A B

A B

T T T

r r a
    （12） 

式中 

0

2 A
A

A

r
T

v


   （13） 

飞船从 A到 B过程所用的时间为 
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1
2

T
t     （14） 

经
1t 时间和无相对运动的捕获后，飞船和卫星 B同时到

达远地点 N 并开始以相同速率
Bv 和半径 Br 作圆周运动，

此时空间站 A绕地球转过角度
A ，位置如图 1所示，

且 

o 1360A

A

t

T



    （15） 

可见，飞船经历了椭圆轨道半个周期
1t 后，空间站 A相对于飞船超前了 

o

0 180A        （16） 

 如果想选择一个合适的时刻，开始使捕获了卫星的飞船经短暂减速后，沿同样形状的椭

圆轨道在近地点M 和空间站 A相遇。如图 2所示，则 A与飞船必须处于这样的相对位置，

即空间站 A须超前飞船 

o

0360 n      ， 1n  ， 2 ……   （17） 

设从飞船捕获了卫星时刻算起，经 t 时间后运动到上述相

对位置，则应满足 

o o
o360 180

180A

A B

t t
T T

 
   

          
   

  （18） 

由（3）、（12）、（13）、（15）、（17）和（18）式得 

o

o

180
min min{ }

360

A B

B A

T T
t

T T

    
 


  （19） 

由（3）、（12）、（13）、（14）和（19）式得，飞船从发射到返回空间站至少需要的时间为 

12 mint t    

3

2

3

2
3

2
4

3

2

1

2
2

1
2

[ ] 1.50 10
2

1 ( )

B

A

B

A A

A e

B

r

r

r

r r
s

r R g

r

 
 

 
   
         

 
 

 

   （20） 

空间站 A绕地球转过的响应的角度为 

图1

ΔφA

ON

A

B

图2

Δφo

O

A

M

B
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o o360 981m

Am

A

t

T



       （21） 

评分标准： 

本题 20分 

第一问 10分，（1）（2）（5）（6）式各 1分，（7）（10）（11）式各 2分； 

第二问 10分，（12）（13）（14）式各 1分，（18）式 3分，（20）（21）式各 2分 

 

四、参考解答： 

1.考虑管的横截面积 AB 和CD之间的气体，其中横截面 AB 和CD都位于气体的均匀稳

流区域内；经过 t 时间，该气体的左右边界分别运动到管的横截面 ' 'A B 和 ' 'C D 处。如图 1

所示，适当选取时间间隔 t 的长短，可使得横截面 ' 'A B 位于气体的云军稳流区域内。因而，

' 'ABB A 和 ' 'CDD C 区域内各点均在气体的均匀稳流区域内，设加热装置右方均匀稳流区域

内气体的流速为
1v ，根据功能原理有 

0 0 1 1[ ( ) ( )]W t p Sv t p Sv t E        （1） 

 

式中， E 表示气体在 ' ' ' 'A B D C 区域内和区域 ABDC 内两种情况下能量之差。考虑到在稳

定状态下，气体在两区域 ABDC 和 ' ' ' 'A B D C 的公共区域 ' 'A B DC中的能量相同； E 应当

等于处于区域 ' 'CDD C 设 ' 'ABB A 中的气体的能量之差 

2 2

1 1 0 0

1 5 1 5

2 2 2 2

m m
E mv RT mv RT

 

    
         

   
  （2） 

式中， m 为 ' 'ABB A 范围内气体的质量。由于气体在从区域 ABDC 运动到区域 ' ' ' 'A B D C 的

过程中，质量不变，在 ' 'CDD C 范围内气体的质量也等于 m 。由理想气体状态方程有 

0 0 0( )
m

p Sv t RT



     （3） 

1 1 1( )
m

p Sv t RT



     （4） 

D'DB'B

C'CA'A

加
热
装
置

图1

p0，T0 T1，p1

v0
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联立（1）、（2）、（3）、和（4）式得 

2 2
2

2 0 0 0 1 01
1 12 2 3

0 0 0 0 0 0

7 7 2
1 0

RT RT WRT p Tp
T T

v p v p S v p  

    
        

    
  （5） 

其解为 

2

0 0 01 1 1
1 0 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

77 1 8
{ 4 28 }

2 2

RT RT RTp p pW
T T

p v p p Sv v v p  

   
        

   
 （6） 

负根不合题意，已舍去。 

2.考虑管的横截面 AB 和CD之间的气体，经过 t 时间，该气体的左右边界分别运动到

管的横截面 ' 'A B 和 ' 'C D 处，如图 2所示。 

 

根据功能原理有 

2 2

0 0 2 2 2 2 0 0

1 5 1 5
( ) ( )

2 2 2 2

m m
p Sv t p Sv t mv RT mv RT

 

    
           

   
  （7） 

式中， m 为 ' 'ABB A 范围内气体的质量。由于气体在从区域 ABDC 运动到区 ' ' ' 'A B D C

的过程中，质量不变，在 ' 'CDD C 范围内气体的质量也等于 m 。由理想气体状态方程有 

0 0 0( )
m

p Sv t RT



     （8） 

2 2 2( )
m

p Sv t RT



     （9） 

由（7）、（8）和（9）式得 

2 22 0 0

2 2 02

0 0 0

7 1 7 0
p RT RT

v v v
p v v 

 
    

 
 （10） 

其解为 

2

0 0 02 2
2 0 2 2 2

0 0 0 0 0

77 1
[ 4 28 ]

2 2

RT RT RTp p
v v

p v v p v  

 
     

 
  （11） 

负根不合题意，已舍去。 

多
孔
塞

v2

D'DB'B

C'CA'A

图2

p0，T0 T1，p1

v0
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评分标准： 

本题 15分 

第一问 8分，（1）（2）式各 2分，（3）（4）（5）（6）式各 1分 

第二问 7分，（7）式 3 分，（8）（9）（10）（11）式各 1分 

 

五、参考解答（一）： 

1.考虑光线仅从 AB 面上法线下方入射，如图 1所示，在 AB 面上发生折射，根据折射定律

有 

0sin sini n r   （1） 

式中，
0i 和 r 分别是光线在 AB 面上入射角和折射角， n是棱镜的折射率。在 AC 面上发生

全反射应满足 

1sin 1n i    （2） 

式中，
1i 是光线在 AC 面上的入射角，在 ADE 中有 

由此可得 

1 0i r     （3） 

将（3）式代入（2）式有 

1sin sin( ) 1n i n r      （4） 

因为
0i ， 都为锐角，结合（1）式，利用三角函数关系得 

2 2

0 0sin sin 1 cos sinn i i      （5） 

对（5）式两边平方得 

2 2 2

0 0sin 2cos sin (1 sin ) 0i i n        （6） 

上式取等号时的解为 

2

0sin cos 1sini n      

或 

0sin sin( )i n      （7） 

图1

i0

E
αD

CB

A
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式中，已利用了 

sin 1n    

由于
00 sin 1i  ，（6）式的解

0sin i 应满足 

00 sin min{1, sin( )}i n n     （8） 

从（8）式可看出，当光线仅从 AB 面上法线的下方入射时，为零使入射角
0i 取任意值时，

光线在 AC 面上都发生全反射，三棱镜顶角 的取值范围为 

2         （9） 

2．考虑光线仅从 AB 面上法线的上方入射，如图 2所示，根据几何关系得 

1i r       （10） 

在 AC 面上发生全反射应满足 

sin( ) 1n r       （11） 

采用 1中相同的方法可得 

2 2 2

0 0sin 2cos sin (1 sin ) 0i i n        （12） 

上式取等号时的解为 

2

0sin cos 1sini n     

或 

0sin sin( )i n       （13） 

 

由于
00 sin 1i  ，（12）式的解

0sin i 应满足 

0max{0, sin( )} sin 1n i      （14） 

其中（14）式可看出 

         （15） 

 当光线仅从 AB 面上法线的上方入射时，我们还必须保证光线以任意入射角入射到 AB

面上，经一次折射后，能入射到 AC 面上的条件。为此，让光线沿 AB 面掠入射到D点
0(i 

o90 )发生折射，如图 3 所示，容易看出，当且仅当 

图2

r

α

C
B

A

i1

i0
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o90        （16） 

时，折射光线才能射到 AC 面上，联立条件（15）和（16）

式得 

o45  

这与题设条件一致。 

 由于（15）和（16）式知，当光线仅从 AB 面上法线

的上方入射时，为零使入射角
0i 取任意值时，光线在 AC 面

上都发生全反射，三棱镜顶角  的取值范围为 

o90      （17） 

 

评分标准： 

本题 15分 

第一问 7分，（1）（2）（3）（6）（8）式各 1分，（9）式 2分 

第二问 8分，（10）（11）（12）（14）式各 1分，（15）（16）各 2分 

参考解答（二） 

1.考虑光线仅从 AB 面上法线的下方入射。先考虑沿 AB 面掠入射的光线，此时的折射角 r 即

为全反射临界角 

r      （1） 

如图 1所示，如果此光线在面上能发生全反射，则此

光线在 AC 面上的入射角
1i 应当满足 

1i     （2） 

在 ADE 中有 

o o o

1(90 ) (90 ) 180r i       

由此可得 

1r i      （3） 

 

由（1）、（2）和（3）式得 

Θ

D

图3

α

C
B

A

E

Θ

D

图1

α

CB

A
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2      （4） 

 再考虑垂直于 AB 面入射的光线，如图 2所示，如果此光线在 AC 面上能发生全反射，

则此光线在 AC 面上的入射角
1i 应当满足 

1i      （5） 

 

在 ADE 中有 

o o o

190 (90 ) 180i      

由此可得 

1i     （6） 

由（5）和（6）式得 

      （7） 

 由（4）和（7）式可看出，当光线仅从 AB 面上法线的下方入射时，为了使入射角
0i 取

任意值时，光线在 AC 面上都发生全反射，三棱镜顶角 的取值范围为 

2       （8） 

2.考虑光线仅从 AB 面上法线的上方入射，考虑沿 AB 面掠入射的光线，此时的折射角 r

即为全反射临界角 

r     （9） 

如图 3所示，如果此光线能与 AC 面相交，则 

o90      （10） 

由图 3从几何关系可知 

1i       （11） 

可见光线能在 AC 面上发生全反射。 

 由（7）和（10）式得，当光线仅从 AB 面上法线的上

方入射时，为了使入射角
0i 取任意值时，光线在 AC 面上都发生全反射，三棱镜顶角 的取

值范围为 

o90     （12） 

图2

α

ED

CB

A

图3

D

CB

A

E

α
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评分标准： 

本题 15分 

第一问 9分，（1）（2）（3）式各 1分，（4）式各 2分，（5）（6）式各 1分，（7）式 2分 

第二问 6分，（9）式 1 分，（10）式 2分，（11）式 2分，得出（12）式中下限的再给 1分 

 

六、参考解答： 

根据题意可知，通电后天平失去平衡，是由于电容器
1C 的极板 B 对极板的静电力与长治金

属杆 N 对M 的磁力不相等的结果。 

先考察极板 A受到的静电力，当电源的电压为u时，
1C 极板上的电量为 

1q C u      （1） 

不考虑边缘效应，平板电容器的电容为 

2

1
1

14 e

a
C

k h



     （2） 

式中，
1h 是平板电容器的极板间距。 

 电容器中电场强度的大小为 

1

u
E

h
     （3） 

由（1）、（2）和（3）式得 

2

1

4 e

q
E k

a
     （4） 

由对称性和场强叠加原理可知，极板 B上的电荷单独产生的电场强度的大小 

1

1

2
E E      （5） 

极板 A受到的静电力的大小为 

1eF qE     （6） 

方向向下。由（4）、（5）和（6）式得 

2

2

1

2e e

q
F k

a
     （7） 

利用（1）式，（7）式可表示为 
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2 2

1

2

1

2e e

C u
F k

a
   

或 

2
2 21
02

1

2 cos (2 )e e

C
F k U ft

a
      （8） 

 在考察金属杆M 受到的磁力，金属杆M 、 N 与电容
2C 串联后接在交流电源两端，通

过杆的电流就是通过
2C 的电流。若用

0U 表示电容两端电压的峰值，则通过电容的电流的峰

值 

0

0 2 0

2

2
1

2

U
I fC U

fC

  



    （9） 

 所谓交流电通过电容，实际上是电容不断充电和放电的过程，当极板上的电量或两极板

间的电压最大时，充电结束，此时刻电流为 0；接着放电，极板上的电量或电压由大变小，

电流反向，当电量或电压变为 0时，电流最大，所以电流和电压的变化时不同步调的，两者

相差四分之一周期，当极板两端电压为 

0 cos2u U ft   

时，通过电容
2C 的电流应为 

2 2 02 cos(2 )
2

i fC U ft


      （10） 

不考虑边缘效应，杆 N 在杆M 处产生的磁感应强度的大小为 

22 m

i
B k

h
      （11） 

杆M 受到的磁场力为 

2 2mF Bi a      （12） 

方向向下。由（10）、（11）和（12）式有 

2 2 2 22
2 02 4 cos(2 )

2
m m

a
F k f C U ft

h


      （13） 

 调节交流电频率 f ，使得天平两边电力和磁力对时间的平均值相等，即 

( ) ( )e mF t F t      （14） 
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从而可得 

2 1 2

1

2e

m

k C a a
f

k C h


    （15） 

评分标准： 

本题 20分 

（1）（2）（3）（5）（6）式各 2分 

（9）式 2分，（10）（11）式各 1分，（12）（14）（15）式各 2分 

 

七、参考解答： 

考虑图 1所示装置，未接电源时，金属杆静止在平衡位置，取此平衡位置为坐标原点，竖直

向上为 z轴正方向。当回路电流为 i ( )t （取从右流向左通过电源的电流为正）时，金属杆受

到弹簧的弹性力和重力的合力以及磁场的安培力的作用，而在竖直方向运动，设杆在时刻 t

沿 Z 方向的位移为 ( )z t ，速度为 ( )v t ，依据牛顿定律，它的动量在经过一个小时时间间隔 t

后的变化率为 

2 ( ) ( )
v

m kz t Bli t
t


  


   （1） 

金属杆因竖直运动而切割磁力线，所产生的感应电动势为 

( ) ( )t Blv t      （2） 

式中， 

( )
z

v t
t





    （3） 

按照全电路欧姆定律有 

( ) ( )u t t     （4） 

 再考虑图 2 所示电路，由题意，回路通过电源的电流仍为 ( )i t ，它等于流过自感和电容

的电流 ( )Li t 和 ( )Ci t 之和 

( ) ( ) ( )L Ci t i t i t      （5） 

自感上的电动势 ( )t 的大小为 

( ) L
L

i
t L

t






     （6） 

而电容C 满足 
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( )C Li t t C       （7） 

按照全电路欧姆定律有 

( ) ( )Lu t t     （8） 

 由（2）、（3）、（4）、（6）和（8）式得 

LBl z L i       （9） 

由于我们选取金属杆在其中电流为零时的平衡位置为 Z 坐标原点，故 

( ) 0z t  ，当 ( ) 0Li t    （10） 

由（9）、（10）两式可解得 

( ) ( )I

L
z t i t

Bl
     （11） 

 由（2）、（4）、（7）和（8）式得 

1
( )C

v
i t

t BlC





   （12） 

将（5）、（11）、（12）式代入（1）得 

2 2 2 2( ) (2 ) ( ) 0C C

m
B l i t kL B l i t

C

 
    

 
  （13） 

此对任意的 ( )Ci t 和 ( )Li t 都成立，故 

2 2 0
m

B l
C
  ， 2 22 0kL B l      （14） 

由此得 

2 2

m
C

B l
         （15） 

2 2

2

B l
L

k
          （16） 

评分标准： 

本题 20分. 

（1）（2）式各 2分，（3）（4）（5）式各 1分，（6）（7）（8）式各 2分，（8）（9）（10）（11）

（12）式各 1分，（13）式 2分，（15）（16）式各 1分 
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八、参考答案： 

 1.所设考察原子的质量为m，激光束的频率为 v ；吸收光子后，原子的速度由
0v 变为 1v ， 

从基态至第一激发态，由题意，该原子第一激发态与基态的能量差为
0hv ，由原子核光子组

成的系统在吸收前后能量和动量均守恒，故 

2 2

0 1 0

1 1

2 2
mv hv mv hv      （1） 

0 1

h
mv mv

v
        （2） 

从（1）和（2）式消去
1v 得 

0 0

2

2 2( )v v v hv

c v mc


      （3） 

注意到 2

0hv mc ，因而恰能使该原子发生共振吸收的激光频率为 

0

01

v
v

v

c





      （4） 

由（2）和（4）式可得该原子的速率变化，即 

0

1 0

01

hv
v v

v
mc

c

  
 
 

 

    （5） 

2．由于原子吸收光子后处在激发态上会滞留一段时间 才回到基态，当原子回到基态

后又立即再次发生共振吸收。因此，原子从共振吸收回到基态这段时间内的平均加速度为 

1 0' 'v v
a




     （6） 

式中，原子在共振吸收前、后的速率分别为
0 'v 、

1 'v 。利用（5）式，（6）式成为 

0 0

0 '
1

hv hv
a

v mcr
mcr

c

   
 
 

 

   （7） 

加速度是负的。表示原子在不断发生共振吸收的过程中作减速运动，由于原子速度是热运动

的速度。它远小于光速，故可认为原子在不断发生共振吸收的过程中加速度大小恒定，原子

作减速运动。 



 
 
 

 

咨询电话：82618899 

第 55 页 
 

3．由于原子在共振吸收后减速，由（4）式可知共振吸收频率要增大，故必须改变次磁

感应强度的大小，否则共振吸收会终止。若让该原子进入磁感应强度的大小 B随 z变化的非

均匀磁场，则应让第一激发态相对于基态的能量差从 

0E hv        （8） 

变为 

'E E B        （9） 

于是，磁场中静止原子的共振吸收频率应增加为 

0

'
'

E
v v B

h h


        （10） 

当此原子在磁场中以速度 v 运动时，柑橘共振吸收条件（4），能使此原子发生共振吸收的激

光的频率为 

0'

1 1
B

v B
v hv

v v

c c




 

 

    （11） 

（11）式说明：能使该原子发生共振吸收的激光的频率不仅与原子的运动速率有关，还与原

子所在处的磁场有关，原子因共振吸收而作匀减速运动。当原子以初速
0v 进入磁场后沿 z轴

运动距离 z时，其速度为 

2

0 2v v az       （12） 

若 z处的磁感应强度的大小 ( )B z 能恰好使得 

Bv v       （13） 

则该原子将对于迎头射来的频率 v 的激光持续地发生共振吸收，从而不断减速，利用（4）

和（11）式，（13）式成为 

0
0

1 1

v B
vh

v v

c c






 

     （14） 

将（12）式代入上式得 

2

0 0 0

0

2hv v az v
B

c v

 



     （15） 
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4.由（12）式得，当 0v  时有 

2

0

2

v
z

a
       （16） 

由（7）和（16）式得 

2

0

02

mv c
z

hv


      （17） 

代入题给数据得 

0.38z m      （18） 

评分标准： 

本题 20分 

第一问 6分，（1）（2）（3（4）式各 1分，（5）式 2分； 

第二问 3分，（6）式 1 分，（7）式 2分； 

第三问 9分，（8）（9）（10）（11）（12）式各 1分，（13）（15）式各 2分； 

第四问 2分，（16）（18）式各 1分 
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29 届全国中学生物理竞赛决赛试题 

一、(15分) 

如图，竖直的光滑墙面上有 A 和 B 两个钉子，二者处于同一水平高度，间距为 l，有一

原长为 l、劲度系数为 k的轻橡皮筋，一端由 A钉固定，另一端系

有一质量为 m=
g

kl

4
的小球，其中 g 为重力加速度．钉子和小球都

可视为质点，小球和任何物体碰撞都是完全非弹性碰撞而且不发生

粘连．现将小球水平向右拉伸到与 A钉距离为 2 l的 C 点，B钉恰

好处于橡皮筋下面并始终与之光滑接触．初始时刻小球获得大小为

2
0

gl
v  、方向竖直向下的速度，试确定此后小球沿竖直方向的速度为零的时刻． 

 

 

二、(20分) 

    如图所示，三个质量均为m的小球固定于由刚性轻质杆构成的丁字形架的三个顶点A、

B 和 C 处．AD⊥BC，且 AD=BD=CD=a，小球可视为质点，整个

杆球体系置于水平桌面上，三个小球和桌面接触，轻质杆架悬空．桌

面和三小球之间的静摩擦和滑动摩擦因数均为 μ，在 AD杆上距 A

点 a／4 和 3a／4 两处分别施加一垂直于此杆的推力，且两推力大

小相等、方向相反． 

    1．试论证在上述推力作用下，杆球体系处于由静止转变为运动的临界状态时，三球所

受桌面的摩擦力都达到最大静摩擦力； 

2．如果在 AD 杆上有一转轴，随推力由零逐渐增加，整个装置将从静止开始绕该转轴

转动．问转轴在 AD杆上什么位置时，推动该体系所需的推力最小，并求出该推力的大小． 

  



 
 
 

 

咨询电话：82618899 

第 58 页 
 

三、(20分) 

    不光滑水平地面上有一质量为 m的刚性柱体，两者之间的摩擦因

数记为 μ．柱体正视图如图所示，正视图下部为一高度为 h 的矩形，

上部为一半径为 R的半圆形．柱体上表面静置一质量同为 m的均匀柔

软的链条，链条两端距地面的高度均为 h／2，链条和柱体表面始终光

滑接触．初始时，链条受到微小扰动而沿柱体右侧面下滑．试求在链

条开始下滑直至其右端接触地面之前的过程中，当题中所给参数满足

什么关系时， 

    1．柱体能在地面上滑动； 

    2．柱体能向一侧倾倒； 

    3．在前两条件满足的情形下，柱体滑动先于倾倒发生． 

 

 

 

四、(20分) 

    如图所示，在一光滑水平圆桌面上有两个质量、电荷都均匀分布的介质球，两球半径均

为 a，A 球质量为 m，所带电荷量为 Q，B 球质量为 4m，所带电荷量为-4Q．在初始时刻，

两球球心距为 4a，各有一定的初速度，以使得两球在以后的运动过程中不发生碰撞，且都

不会从圆桌面掉落．现要求在此前提下尽量减小桌面面积，试求 

    1．两球初速度的方向和大小； 

    2．圆桌面的最小半径． 

    假设两球在运动过程中，其所带电荷量始终保持

均匀分布：桌面也不发生极化效应．已知两个均匀带

电球之间的静电相互作用力，等于电荷集中在球心的两个点电荷之间的相互作用力；静电力

常量为 ke． 
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五、(20分)  

    如图所示，一半径为 R 的轻质绝缘塑料薄圆盘水平放置，可绕过圆盘中心的竖直固定

轴无摩擦地自由转动．一半径为 a 的轻质小圆线圈(a<<R)固定在盘面上，圆线圈与圆盘共

轴．在盘边缘处等间隔地固定 4 个质量均为 m 的带正电的金属小球，每个小球所带电荷量

均为 q．此装置处在一磁感应强度大小为 B0、方向竖直向上的均匀强磁

场中．初始时圆盘静止，圆线圈中通有恒定电流 I．方向沿顺时针方向(从

上往下看)．若切断圆线圈中的电流，则圆盘将发生转动．求薄圆盘稳定

转动后，圆盘在水平方向对每个金属球小的作用力的大小．假设金属小

球可视为质点，不计小圆线圈的自感和带电金属小球因运动所产生的磁

场． 

已知固定在圆盘面上的半径为 a、通有电流 I的圆线圈在圆盘面内、距线圈圆心的距离

为 r处(r>>a)产生的磁场的磁感应强度的大小为 B=
3

22

r

Ia
km


，式中 km为已知常量，当线圈

中的电流沿顺时针方向时，磁场方向垂直于圆盘平面且竖直向上．静电力常量为 ke． 

 

 

 

六、(15分) 

  如图，一水平放置的刚性密闭气缸，缸壁是绝热的，活塞把气缸

内空间分为两个体积相同的密闭室 A 和 B．活塞由一层热容量很小

(略去其影响)、导热良好的材料(与气缸壁有摩擦)和一薄层绝热材料

(与气缸壁没有摩擦)压制而成，绝热层在 A 室一侧．初始时，A 室

和 B室充有绝对温度均为 T0的同种多原子分子理想气体，A 室气体

压强是 B 室气体压强的 4 倍．现释放活塞，活塞由于其导热部分与

汽缸壁之间存在摩擦而运动缓慢，最后停止在平衡位置(此时活塞与缸壁间无静摩擦)． 

    已知气缸中的气体具有如下特性：在温度高于某个临界温度 Td(>T0)时，部分多原子气

体分子将发生分解，一个多原子分子可以分解为另外两个相同的多原子分子．被分解的气体

摩尔数与发生分解前气体总摩尔数之比 a满足关系 a= )( dTT  ，其中 β=2.00T0
-1．分解过
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程是可逆的，分解 1摩尔分子所需能量 φ=CT0／l0，1摩尔气体的内能与绝对温度 T的关系

为 u=CT(C 是与气体的种类无关的常量)．已知当压强为 P、体积为 V 的这种气体绝热缓慢

膨胀时，PV
γ
=常量，其中 γ=4／3． 

  1．对于具有上述特性的某种气体，若实验测得在上述过程结束时没有任何分子发生了分

解，求这种分子发生分解的临界温度 Td的可能值； 

  2．对于具有上述特性的另一种气体，若实验测得在上述过程结束时有 a=l0.0％的分子分

解了，求这种分子发生分解的临界温度 Td． 

 

 

七、(15分) 

    如图一所示的光学系统是由平行光管、载物台和望远镜组成．已知望远镜物镜 L0 的焦

距为 l6.00cm．在 L0的焦平面 P 处，放置带十字叉丝线的分划板和亮十字物，如图二所示．在

载物台上放置双面平行的平面镜 M，通过望远镜的目镜 Le观察时，能同时清楚地看到分划

板上的十字叉丝线和十字物经过L0折射、M反射、再经L0折射后在分划板上所成的十字像，

十字像位于 A 点，与上十字叉丝线的距离为 5.2mm．绕载物台转轴(沿竖直方向)转动载物台，

使平面镜转 l80°，此时十字像位于 B 点，与上十字叉丝线的距离为 18.8mm．根据以上情况

和数据可计算出，此时望远镜光轴与水平面的夹角为           rad；据此结果，调节望返

镜，使其光轴与载物台的转轴垂直． 

平行光管是由十字缝 S 和凸透镜 L 组成．去掉光学系统中的平面镜 M，并用钠光灯照

亮 S．沿水平方向移动 S，当 S 到平行光管中的透镜 L 距离为 8.25cm 时，通过望远镜目镜

能清楚地看到十字缝的像恰好成在分划板中心十字叉丝线上，由此可以推知，L的焦距等于 

          cm. 

将载物台平面调至与载物台的转轴垂直，在载物台上放置长、宽、高均为 3.00cm、折

射率为 1.52的分束棱镜 abed(分束棱镜是由两块直角三棱镜密接而成，接触面既能透光又能

反光)和待测凹球面镜 0，0到 L的距离为 l5.00cm，并保证分束棱镜的 ab 面与图三中的 XX′

轴垂直、凹球面镜的光轴与图三中的 XX′轴重合；再将望远镜绕载物台的中心轴转 90°，如

图三所示。向右移动 S，当 S 移动的距离为 3.75cm 时，通过望远镜目镜刚好能看清楚十字

缝 S的像成在分划板中心十字叉丝线上．试求凹球面镜的曲率半径． 
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八、(15分) 

在处理微观物理问题时，经常接触到诸如电子质量 me、质子电荷量 e 及普朗克常量 h 等基

本物理常量．在国际单位制中，这些物理常量的数值都很小，给相关的数值计算带来不便．为

了方便起见，在微观物理领域引入所谓“原子单位制”，规定电子质量为质量单位，

)2/( h 为角动量单位，质子电荷量的 ek 倍为电荷量单位，其中常数 ke和国际单位

制中的静电力常量取值相同．按如上定义规定了质量、电荷量和角动量的基本单位后，在“原

子单位制”中其它物理量的单位可用相关物理公式导出．如果在“原子单位制”下，长度、时

间和能量的单位用符号 Lau、Tau和 Eau 表示，试从玻尔氢原子模型推出三者分别与米、秒

和焦耳的换算关系．结果用 ke、me、e和等常量表示． 
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第 29届全国中学生物理竞赛决赛试卷 

参考答案及评分标准 

 

一、 

参考解答： 

以 B 钉为坐标原点建坐标系 Oxy，如图 1 所示．小球在

被释放后受到本身重力和橡皮筋的弹力两个力的作

用．设小球相对于原点 O(即 B 钉)的位置由位矢 r 表示，

则弹力可表示为 

     F=-kr                    (1) 

小球的运动方程在 Oxy坐标系下分解为 

                       
1 14A Bv v                        (2) 

                            
0 0B Av v v                    (3) 

定义 y方向新坐标 ' /y y mg k  (3)式可改写为 

                          t                               (4) 

由(2)和(4)式知小球在水平和竖直方向都做简谐振动，其振动方程可表示为 

                             
1Q F                     (5) 

                          
Cm k                    (6) 

利用参考圆可得到小球速度的表达式 

                          ( ) sin( )x x xv t A t                      (7) 

                          ( ) sin( )y y yv t A t                      (8) 

将如下初始条件 

                             (0)x l                             (9) 

                          '(0)
4

mg l
y

k
                           (10) 
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                             (0) 0xv                               (11) 

                          (0)
2

y

gl
v                               (12) 

代入(5)至(8)式，可解得振幅
xA 和 yA 及位相

x 和
y ．再利用 / 2 /k m g l   ，上述振

动方程和速度表达式可用己知量表示为： 

                       ( ) cos 2
g

x t l t
l

 
   

 

                     （13) 

                      2
'( ) cos 2

4 4

g
y t l t

l

 
   

 

                  (14) 

                       ( ) 2 sin 2x

g
v t gl t

l

 
   

 

                     (15) 

                        ( ) sin 2
2 4

y

gl g
v t t

l

 
    

 

                (16) 

由(16)式可求出小球速度沿 y方向分量第一次为零的时刻，即 0( ) 0yv t  ，其中 

                               
0

3

8

l
t

g


                          (17) 

此后，如果小球沿 y方向的振动没有中断，当小球沿 y方向的振动到达最大振幅处时，(16)

式右端便等于零，然而，按(16)式右端等于零所求出的其它时刻并不是满足题意的解：因为

在按(16)式求出的竖直速度等于零的第二个时刻之前，小球将和 B 钉发生碰撞，碰撞时刻为 

                             
3

4
c

l
t

g


                             (18) 

此时，按(13)和(14)两式可知 

          3
( ) cos 2 cos 0

2
c c

g
x t l t l

l

   
         

                          (19) 

        2 2
( ) cos 2 cos 2 0

4 4 4 4 4
c c

g mg l
y t l t l

l k

 


   
             

        (20) 

    这恰好是 B 钉的位置，这样，小球将在 t=tc时和 B 钉发生完全非弹性碰撞，碰撞后小

球速度为零；由于碰撞过程时间极短，tc时刻就是小球速度沿 y方向分量第二次为零的时刻。
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碰撞后小球并不和 B 钉粘连，所以小球将沿 y 方向做一维的简谐振动，由(4)式可知此振动

周期为 

                              
2

2
4

l
T

g





                          (21) 

每经过半个振动周期 T，都会出现速度为零的情况(此时自然有 vy=0)．这样，除(17)和(18)

式确定的前两个特定时刻之外，每当 

                            
3

( ) , 1,2,
2 2 2

n c

T l
t t n n n

g


                  (22) 

时，小球速度都为零，因而其沿 y方向的速度分量也为零． 

评分标准：本题 15分． 

(2)式 1分，(3)或(4)式 1分； 

(5)(6)(7)(8)(13)(14)(15)(16)(17)(18)(21)式各 1分。 

(22)式 2分. 

二、 

参考解答： 

    1．将固连于杆的 A、B 和 C三端的小球分别称为 A、B 和 C球，由于杆的质量可忽略，

则三小球所受桌面支持力的大小都等于其重力．这一结论可通过如下方法证明：以 B 球为

例，将 B 球连同一小段杆隔离出来作为研究对象，分析其在竖直方向的受力情况，它受小

球重力和桌面支持力，这两个力的作用线过小球和桌面接触点并垂直于桌面，如果这两个力

大小不相等，则在该研究对象的杆截面处必存在非零的竖直方向力，才能满足在竖直方向力

的平衡方程，然而，如果存在这样的力，则相对于小球球心，该研究对象的力矩不为零，这

违反研究对象的力矩平衡条件，因此，桌面支持力必等于小球重力，根据如上分析，三小球

所受最大静摩擦力的大小都为 

                          
maxf mg                           (1) 

    体系由静止向运动转变的临界状态可能存在两种不同的情况，第一种情况是两个小球所

受摩擦力的大小已达到 maxf ，而第三个小球尚未达到 maxf ．这种临界状态对应着体系将绕

第三个小球转动，第二种情况为三小球所受摩擦力的大小都已达到 maxf ，这种临界状态意
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味着体系将发生平移或绕三小球以外的某点转动，也可以是平动和转动的合成运动，总之，

这是一种对应着三小球都将开始运动的临界状态． 

    可以论证所谓的第一种临界状态是不合理的．换言之，这种临界状态是不可能发生的，

为证明这种观点，可设 B和 C球所受摩擦力已达到 maxf ，而 A 球摩擦力尚未达到该值，在

此基础上如果再稍增加推力，一种可能是 B和 C 球仍保持静止，但是 A球的摩擦力值随之

增加直到 maxf ，但这就转变成第二种临界状态了．另一种情况是 A球摩擦力虽未达到 maxf ，

但也不再增加，而 B和 C球已开始运动，此时 A球必为体系的转动中心，B和 C球处于绕

之转动的临界状态，由于在该临界状态系统仍静止，所以在水平桌面内其所受外力的矢量和

为零，用矢量形式表示为 

                            0A B Cf f f    

上式左边的三个力分别为 A、B 和 C 球所受的静摩擦力．B 和 C 球的摩擦力大小为

maxB Cf f f  ，其方向垂直于两小球到 A 球的连线．将(1)式正交分解，可求得 A球所受 

的摩擦力大小为 

                          
max max2Af f f                           (2) 

该值已超过最大静摩擦力 maxf ，这意味着 A 球不可能处于静止状态，所以这种临界状态不

可能出现，同理可知，体系分别绕 B 或 C 球开始转动的临界状态也不可能出现，因为这样

的状态对应的 B 或 C球的摩擦力为 

                          
/ max max2 2B Cf f f                      (3) 

可见该值也超过了最大静摩擦力，终上所述，在体系由静到动的临界状态三小球所受摩擦力 

都达到最大摩擦力 maxf ． 

    2．用 G 表示转轴在 AD 杆上的位置，用 F 表示推力的大

小，在体系绕转轴刚好开始转动的临界状态，桌面对 A、B和 C

三球的最大静摩擦力(大小均为 μmg)的方向分别和连线 GA，GB

和 GC 垂直，如图所示，并且它们对 G 点的总力矩刚好和外力

矩相平衡，设 G点与 D点的距离为 xa，则力矩平衡方程为 
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                         2 2 2(2 )
2

Fa
mg x a a xa                      (4) 

此式可进一步整理为 

                        

2

23 2 1 4 0
2 2

F F
x x

mg mg 

   
        

   
        (5) 

这个方程有实根的条件是 

                           

2 2

12 3
2 2

F F

mg mg 

   
      

   
               (6) 

上式简化为 

                          2( 3 1)F mg                           (7) 

这意味着只有 F 满足如上条件时，才能在 AD 杆上找到一个转轴位置而使体系运动起来，

换言之， 

                          2( 3 1)F mg                          (8) 

是推动该体系转动的最小推力，将上式代入(5)式，可求出 

                          
3

3
x                                    (9) 

评分标准：本题 20分， 

第 1问 8分， 

(1)式 2分，(2)(3)式各 3分， 

第 2问 12分， 

(4)式 4分，(6)式 2分，(7)(8)(9)式各 2 分．用其它方法正确得到(8)式的，给(6)(7)(8)式的分

值． 
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三、 

参考解答 

1．以柱体中轴线与开始时刻链条端点所在水平线的相交点

为原点，建立坐标系 Oxy，如图所示．链条可视为质点组设在链

条运动的某时刻，其右侧端点相对其开始时位置已下降了一定的

距离 y，而链条左侧端点则相应上升了同样的距离，首先分析此

时链条的受力情况，除受自身重力外，链条还受到柱体半圆形表

面的支持力．在柱体上部半圆形表面上的任意点，该支持力必沿

半径向外方向，用 Ni表示。链条受到的支持力是方向随其作用点

而变化的力系，简称支持力系． 

    链条质心的运动由它所受到的重力和支持力系决定．建立链

条质心运动方程，先分析链条质心位置(xc，yc)随其右侧端点 y 坐标的变化规律．由如图所

示的几何关系，可求得链条质心的坐标为 

                          
0

2
c c

R
x y x

L
                            (1) 

                          
2

0c c

y
y y

L
                             (2) 

其中(xc0，yc0)是链条质心在开始时刻的位置，L(=h+πR)表示链条的总长度．利用速度的定义，

可从(1)和(2)式求得质心的速度为 

                          
2

cx

R
v v

L
                                  (3) 

                          
2 2( ) 2 2

cy

y y y y y y
v v

L t L t L

   
  

 

          (4) 

其中 v代表链条右端点速度(以向下为正向)，其大小可由链条运动的机械能守恒关系求得． 

在链条下滑过程中只有重力做功，所以机械能守恒 

                          21
( )

2

m
y gy mv

L
                           (5) 

由此可知 

                          
2g

v y
L

                                 (6) 

式中已同时考虑了口的方向． 

由加速度的定义，从(6)式可求出链条右侧端点的加速度 
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2g

a y
L

                                  (7) 

【(7)式也可从链条满足的运动方程 2 ( ) ( )y g L a   求出，其中 /m L  ．】 

    类似地，由加速度的定义，从(3)和(4)式出发，并利用(6)和(7)式，可求得链条质心运动

的加速度 

                          
2

4
cx

Rg
a y

L
                               (8) 

                          2

2

8
cy

g
a y

L
                               (9) 

根据牛顿第二定律写出链条质心运动方程，可得到如下关系 

                           
ix cx

i

N ma                           (10) 

                          
iy cy

i

mg N ma                        (11) 

式中，
ix

i

N 和
iy

i

N 分别为链条所受柱体的支持力系沿 x和 y方向的矢量和． 

    根据牛顿第三定律，柱体受到链条的压力力系沿 x和 y方向的矢量和分别为 

                          
x ix

i

F N                                (12) 

和 

                          
y iy

i

F N                                (13) 

柱体受到自身重力、地面支持力 N0、地面摩擦力厂和链条的压力力系的作用，如果柱体尚 

未滑动和倾倒，则由力的平衡条件知 

                           0xf F                                 (14) 

                          0 0yN F mg                             (15) 

柱体发生滑动的临界条件为 

                          
0f N                                (16) 

将(8)至(15)式代入上式，可求得柱体在地面上刚好发生滑动时坐标 y所满足的方程为 

                            2 22
4 0

R
y y L


                         (17) 

其解应在(0，h/2]区间内，即 
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2

24 1 1

0
4 2

h

RR h
y

 



 
   

 
  滑

        (18) 

由此可知 

                          
(2 )

h

h R


 



                       (19) 

这是在链条下滑过程中，在链条右端接触地面之前，柱体能在地面上滑动的条件． 

    2．另一方面，由(8)、(10)和(12)式可知，链条在下滑过程中作用于柱体的水平方向的压

力 Fx，方向向左，所以柱体可能向左倾倒，倾倒的临界条件为地面支持力的作用点移至柱

体左下角的 A 点，同时其它力相对于该点的力矩之和刚好为零，链条对柱体的压力力系对

A 点的力矩的值(沿顺时针方向为正)可写为 

                   [( )( ) ( )( )]N x ix iy y iy ix

i

Q Q N Q R N              (20) 

上式中 Qx=R 和 Qy=-h 分别代表由 A 指向半圆圆心 B 的位矢的 x 和 y 分量，Rix?和 Riy?分别

代表由 B指向半圆上点 i的半径矢量 Ri的 x和 y分量．由于柱体在其半圆形表面上点 i受到

的压力 iN 沿半径方向，所以有 

                          
( )

( )

ix ix

iy iy

R N

R N





                         (21) 

因此(20)式可化简为 

                          N y xRF hF                          (22) 

在柱体刚好能倾倒的临界状态下，相对于柱体 A点的力矩平衡条件为 

                          0N mgR                           (23) 

由(8)至(11)式可算得力矩
N ，再利用(9)、(11)、(13)和(15)式，上式成为 

                   
2

2 2

8 4
1 0

y mgRy
mgR h mgR

L

 
    

 

          (24) 

此即 

                       2 24 +2 0y hy L                         (25) 

这是柱体刚好能倾倒时坐标 y所满足的方程，其解应在(0，h/2]区间内，即 
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2

4 1 1 1

0 =h
4 2

R

h h
y


 

   
 

 倾
            (26) 

由此可知 

                       
2 1

R h



                            (27) 

这是在链条下滑过程中，在链条右端接触地面之前，柱体能向一侧倾倒的条件． 

    3．为使柱体滑动先于倾倒发生，应有 

                        y y滑 倾
                             (28) 

将(18)和(25)式中 y滑和 y倾的表达式带入上式得 

                    
2

2 2 24 4
R R

h L h L
 

 
     

 

          (29) 

两边同乘以  
2 2 2 2/ 4 4R L h L    得 

               
2

2 2 24 + 4 +
R R R R

L h L h h h
   

 
                 

       
 

     

显然 

                          
2

2 2 24 + 4 +
R R

L h L h
 

 
         

    
 

         

此结果可进一步化简为 

                          
R

h
                           (30) 

这就是在链条开始下滑直至其右端接触地面之前的过程中，柱体若既能在地面上滑动，也能

向一侧倾倒，使柱体滑动先于倾倒的条件． 

评分标准：本题 20分． 

第 1问 13分， 

(1)(2)(3)(4)(8)(9)(10)(11)(14)(15)(16)(18)(19)式各 1分， 

第 2问 4分， 

(22)(23)(26)(27)式各 1分． 

第 3问 3分， 
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(28)式 1分，(30)式 2分． 

四、 

参考解答： 

    解法一： 

    按照“两球不发生碰撞且都不会从桌面掉落的前提下尽量减小圆桌面面积”这个要求，可

以推断出两球的质心应该保持不动，在初始时刻，质心在两球球心的连线上，与 A 球球心

和 B球球心的距离分别是 

                          
4

4 16 / 5
4

m
a a

m m



                       (1) 

                          
4

4 4 / 5
4

m
a a

m m



                        (2) 

在此后的任何时刻，如果两个球心之间的距离为 l，那么 A球球心到质心的距离是 4l/5， 

B 球球心到质心的距离是 l/5． 

    按题意，两球之间的相互作用力是库仑吸引力，即 

                          
2

2

4
e

AB

Q
f k

r


  

在质心系中，若用
ÂCr 和

B̂Cr 分别表示质心到 A 球心和 B 球心方向的单位矢量，A 球和 B 球

的运动方程分别为 

                          
2

2

4
ˆ

5
( )
4

A e AC

AC

Q
ma k r

r


                       (3) 

                          

2

2

4
ˆ4

(5 )
B e BC

AC

Q
ma k r

r


                        (4) 

(3)和(4)式表明 A 球和 B球都在质心系中做椭圆运动． 

    为了使两球的运动轨道覆盖尽量小的面积，球心距的初始值 4a 应该是它的最大；值，

最小距离只能是两球的半径之和 2a，所以，初始时，A 球和 B 球分别处在其椭圆轨道的远

日点，距质心的距离分别为 16a/5和 4a/5；A球和 B 球处在其椭圆轨道的近日点时，距质心

的距离分别为 8a/5 和 2a/5． 

    A 球椭圆轨道的半长轴和半短轴分别是 

                          
1 16 8 12

( )
2 5 5 5

ar a a a                             (5) 
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16 8 8 2

5 5 5
br a a a                             (6) 

        B 球椭圆轨道的半长轴和半短轴分别是 

                          
1 2 4 3

' ( )
2 5 5 5

ar a a a                              (7) 

                          
2 4 2 2

'
5 5 5

br a a a                             (8) 

所以 A球的椭圆轨道大于 B 球的椭圆轨道． 

    由于两球的质心不动，在任何时刻 A球速度与 B 球速度应满足 

                            4A Bv v  

但方向相反．在初始时刻两球相距最远，所以它们的初始速度的方向一定要和两球球心的连

线垂直．在质心系中，设 B 球的初始速度为 0Bv ，那么 A 球的初始速度就是 

                              
0 04A Bv v  

当两球相距 2a 时，B 球和 A 球的速度分别为
1Bv 和

1 14A Bv v ，它们的方向也和那时两球球

心的连线相垂直．按角动量守恒，在这两个时刻两球相对于质心的总角动量必相等，所以 

                     
0 0 1 1

16 4 8 2
(4 ) 4 (4 ) 4

5 5 5 5
B B B B

a a a a
m v mv m v mv       (9) 

由此解得 

                          
1 02B Bv v                                   (10) 

按能量守恒，在这两个时刻两球总能量(动能加势能)必相等，所以 

      
2 2

2 2 2 2

0 0 1 1

4 41 1 1 1
(4 ) (4 ) (4 ) (4 )

2 2 4 2 2 2

e e

B B B B

k Q k Q
m v m v v m v

a a
         (11) 

将(10)式代入(11)式中即可解出 

                       
2 2

0 0, 4
30 30

e e

B A

k Q k Q
v v

ma ma
                   (12) 

由前分析知，最小的圆桌面范围由 A 球的运动划定，在质心系中，它的运动轨道是以质心

为力心、长半轴为
12a

5
、短半轴为

8 2a

5
(的椭图，所以两球都不会从桌面掉落的圆桌面的最

小半径 minR 为) 

                          
min

12

5
R a                                   (13) 
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评分标准：本题 20分． 

第 1问 18分， 

(1)(2)式各 1分，(3)(4)式各 2分，(5)(6)(7)(8)式各 1分， 

(9)(11)式各 3分，(12)式 2分， 

第 2问 2分． 

(13)式 2分． 

    解法二： 

    按题意，两球之间的相互作用力是库仑吸引力，即 

                          
2

2

4
e

AB

Q
f k

r


               

用
ÂBr 表示 B球心到 A 球心方向的单位矢量，A球和 B球的运动方程是 

                          
2

2

4
ˆ

A e AB

AB

Q
ma k r

r


 ，                          (1) 

                          
2

2

4
ˆ4 B e AB

AB

Q
ma k r

r
 ，                          (2) 

所以 

                        

2

2

4 4
ˆ( )

5
A B e AB

AB

m Q
a a k r

r


                        (3) 

这表明，两球的相对运动类似于天体在万有引力作用下的运动，它们不发生碰撞、且不无限

远离的一般情形是相对做椭圆运动，若以 A 球心为原点建立平动参考系，则 B 球作椭圆运

动． 

    按照“两球不发生碰撞且都不会从桌面掉落的前提下尽量诫小圆桌面面积”这个要求，可

以推断出两球的质心应该保持不动．为了使两球的运动轨道覆盖尽量小的面积，两球球心距

离的初始值 4a应该是它的最大值，最小距离只能是两球的半径之和 2a，在初始时刻两球相

距最远，所以它们的初始速度的方向一定要和两球球心的连线相垂直． 

    设初始时刻 A 和 B 球相对桌面的速度分别为 0Av 和 0Bv ，则 B球相对于 A球的初速度为

0 0A Bv v v  ，初始时刻体系的能量为 

                          
22 41 4

2 5 4

ek Qmv
E

a
                           (4) 

由天体运动知识可知 B球距离 A球的最近和最远距离之和满足 
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2

min max

4 ek Q
r r

E
                             (5) 

又因为初始时刻两球球心距离的初始值 4a为两球最远距离情况，即
max 4r a ．利用(5)式得 

                         
2

2

min

1 4 1 1
=4 [ ]

2 5 4 4
e

mv
k Q

a a r



                (6) 

当 min 2r a 时两球刚好相切，对应着两球发生碰撞的临界情况，可求得 B球相对于 A球的

初速度为 

                        
25

6

ek Q
v

ma
                        (7) 

由于两球的质心必须相对于桌面静止，所以有 

                              
0 04 0B Av v                            (8) 

再利用关系
0 0B Av v v  可求得两球相对于桌面的速度大小为 

                           
2

0 04 4
30

e

A B

k Q
v v

ma
                       (9) 

两速度都垂直于初始时刻的球心距，且两者方向相反． 

    初始时刻，质心在两球球心的连线上，与 A球心和 B 球心的距离分别是 

                          
4 16

4
4 5

m
a a

m m



                          (10) 

                          
4

4
4 5

m
a a

m m



                            (11) 

如果两个球心之间的距离为 l，那么 A 球球心到质心的距离是 4l/5，B 球球心到质心的距离

是 l/5．结合(1)和(2)式可知在质心系，A 球和 B 球绕质心的运动轨迹也是椭圆，初始时，A

球和 B 球分别处在其椭圆轨道的远日点，距质心的距离分别为 16a/5 和 4a/5：A 球和 B 球

处在其椭圆轨道的近日点时，距质心的距离分别为 8a/5 和 2a/5． 

    A 球椭圆轨道的半长轴和半短轴分别是 

                        
1 16 8 12

( )
2 5 5 5

ar a a a                        (12) 

                          
1 16 8 8 2

( )
2 5 5 5

br a a a                     (13) 

    B 球椭圆轨道的半长轴和半短轴分别是 

                          
1 2 4 3

' ( )
2 5 5 5

ar a a a                       (14) 
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2 4 2 2

'
5 5 5

br a a a                       (15) 

    所以 B 球的椭圆轨道在桌面上包含在 A 球绕质心的椭圆轨道之内，最小的圆桌面范围 

由 A 球的运动划定．A 球的运动轨道是以质心为力心、长半轴为
12

5

a
、短半轴为

8 2

5

a
的椭

圆，所以圈桌面的最小半径为
minR 为 

                          
min

12

5
R a                                (16) 

评分标准：本题 20分， 

第 1问 14分， 

(1)(2)式各 2分，(3)式 1分，(4)(5)(6)式各 2分； 

(7)(8)(9)式各 1分， 

第 2问 6分， 

(12)(13)(14)(15)式各 1分，(16)式 2分． 

五、 

参考解答： 

    在切断圆线圈中的电流时，变化的磁场将产生涡旋电场．由对称性可知，在圆盘边缘处

涡旋电场场强的大小处处相等，涡旋电场对单位正电荷的作用力在单位正电荷沿圆盘边缘运

动一周过程中所作的功，就是与圆盘边缘重合的闭合回路中的感应电动势．若以 ε表示感应

电动势，EC表示圆盘边缘处涡旋电场场强的大小，则有 

                                  2 cRE                          (1) 

    根据法拉第电磁感应定律，感应电动势的大小为 

                                    =
t







                         (2) 

式中  是在切断圆线圈电流过程中通过圆盘平面磁通量的改变量， t 为经历的时间，由

磁感应线的闭合性知道，圆线圈磁场对圆盘的磁通量的大小等于通过圆盘以外的圆盘所在平

面的磁通量，但符号相反，为了求出圆线圈磁场对圆盘以外的圆盘所在平面的磁通量，先考

察该磁场对半径为
ir与 1ir  之间的圆环的磁通量 i ，此磁通童可用 ir处的磁感应强度 

2

3

2
m

i

a I
B k

r


 与圆环面积

12 ( )i i ir r r   ，的乘积来表示即 
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2

13

2

2

2

1

2

2

1

2
2 ( )

1
=4 ( 1 )

1
4

1 1 1
( )

i m i i i

i

m i i

i

m

i i

m

i i i

a I
k r r r

r

k a I r r
r

k a I
r r

a k I
r r r


 













 

 
  

 



 
 

 

２

２

２=-4

 

圆线圈磁场对圆盘以外的圆盘所在平面的磁通量 

2

2

1

1 1 1
4 ( )i m

i i i

a k I
r r r

  


 
   

 
  ２-  

注意到
1r R , r  有 

                          
24 ma k I

R


 

２

                              (3) 

由于电流切断后，磁场消失，故通过圆盘的磁通量的变化量的大小 

                          
2

ma k I

R


 

２４
                              (4) 

由(1)、(2)、(4)各式得 

                          
2

2

2 m

c

k I
E

R t





                                 (5) 

由楞次定律可知涡旋电场沿顺时针方向． 

    涡旋电场作用于第 i个金属小球的力矩为 

                         
2

2

2 m

i c

k a q I
L qE R

R t t


 

 
                      (6) 

方向垂直于圆盘面竖直向下，滴旋电场作用于 4个金属小球的合力矩 

                          
28 m

i

k a q I
L L

R t t


 

 
   

在圆线圈电流消失过程中， t 时间内涡旋电场作用于 4个金属小球的合力矩的冲量为 

                          
28 mk a q

L t I
R


                            (7) 

根据角动量定理，小球将获得角动量，若金属小球绕固定转轴转动的角速度为 ω，有 

                          
2

2

3

8
4mk a q

I mR
R


                        (8) 

由(8)式得 
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2

3

2
= mk a q

I
mR


                           (9) 

由于金属小球固定在圆盘上，故圆盘转动的角速度亦为 ω，且沿顺时针方向转动． 

    金属小球转动时，受到磁感应强度为 B0的磁场作用力的大小为 

                          
2 2

0

0 2

2 m

B

k a q B
f qB R I

mR


                  (10) 

力的方向沿圆盘半径指向圆心． 

    4个带电金属小球间存在静电相互作用力，任一小球受到其他 3个金属小球的静电力的

合力为 

                          
2 2 2

2 (1 2)
( )

4 2 4
e e e e

q q q
f q k k k

R R R


             (11) 

此力方向沿圆盘半径由圆心向外． 

    以 f表示圆盘在水平方向对金属小球的作用力的大小，由牛顿第二定律有 

                          2

B ef f f m R                               (12) 

由(9)、(10)、(11)、(12)各式得 

                  
2 2 4 2 2 2

2 0

5 2 2

4 2(1 2)

4

m m

e

k a q k a q Bq
f I k I

mR R mR

 
           (13) 

评分标准：本题 20分． 

(1)(2)式各 1分，(4)式 4分，(5)式 3分； 

(6)(7)(8)式各．2分，(9)(10)(11)(12)(13)式各 1分． 

 

六、 

参考答案： 

    1．设初始时两室气体的体积均为 v0，B 室中气体的摩尔数为 n0，压强为 P0．初始时 A

室气体压强是 4P0，因而 A 室气体的摩尔数为 4n0．把 A、B 室中的气体作为整体，虽然活

塞与气缸壁间存在摩擦，但是摩擦力做功转换成热完全被 B 室中的气体吸收，因而整个气

体与气缸外界无能量交换，因此 A 室中气体经历了绝熟过程；B 室中的气体经历的过程并

不是绝热过程．活塞释放之后 A 室中气体的温度降低，根据题知其中的气体分子不会发生

分解．B 室中的气体吸热，温度可升高，可能超过
0T ，有可能发生分子分解，设 A 室中气

体的终态温度为 TA，B 室中气体的终态温度 TB，并且假定活塞运动过程中有部分气体分子
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分解，B室终态气体有 an0摩尔分子分解．按热力学第一定律 

      
0 0 0 0 0 0 0 04 ( ) [ ( 1 ) ] ( ) 2 0A B Bn C T T n C T T n C T n C T n                 (1) 

代入
0 /10CT  ，上式化为 

                          
04 (1 ) 5

10
A BT T T




 
    

 
                        (2) 

终态时两室气体的压强必相等，设为 P，并设终态时 A 和 B 室的体积分别为 VA和 VA'  那

么状态方程是 

                  0 0

0 0 0

0

, 4 , (1 ) ,A B

A B

PV PV PV
n R n R n R

T T T
             (3) 

将它们代入(2)式得 

                        0 0

0 0 0

4 (1 ) 5 ,
4 (1 ) 10

A B
PVPV PV

n R n r n R






 
    

  
         (4) 

此即 

                          
0 0( ) 5 ,

10
A BP V V PV

 
   

 
                     (5) 

由于气缸是刚性的，有 

02 ,A BV V V   

所以 

                             
0

1
5 .

2 10
P P

 
  

 
                          (6) 

    下面求 B室末态的温度 TB，对 A室气体有 

                              
0 04 ,y y

APV PV                             (7) 

对 B室气体有 

                            
0 0(2 ) (1 ) ,A BP V V n RT                      (8) 

将(7)式代入(8)式，并利用(6)式以及相关的状态方程，得 

                           

3/4

0

5 ( /10) 8
2 .

2(1 ) 5 ( /10)
BT T



 

  
   

    

         (9) 

    当 α=0时， 
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3/4

0 0

5 8
2 1.44 ,

2 5
BT T T

  
    

   

              (10) 

因此 

                               
01.45dT T                           (11) 

    2．当 α=10.0%时， 

                      
3/4

0 0

5 0.01 8
2 1.30 ,

2.2 5 0.01
BT T T

   
    

   

      (12) 

而 α=β(TB-Td)，因此 

                        
0 0

0.100
1.30 1.25 .

2.00
d BT T T T





 
     

 
      (13) 

 

评分标准：本题 15分． 

第 1问 11分， 

(1)或(2)式 2分，(4)或(5)式 2分，(6)式 2分； 

(7)(8)(9)(10)(11)式各 1分． 

第 2问 4分， 

(12)(13)式各 2分． 

七、 

参考解答： 

填空部分： 

        0.0375，8.25 

计算部分： 

    求凹球面镜的曲率半径 R． 

    如图一所示，十字缝 S 向右移动到 Q 处，经透镜 L成像于 Q1处，再经分束棱镜 abcd(相

当于平板玻璃)两次折射一定成像于凹球面镜的焦点 F 处，此时经过凹球面镜反射的光才是

平行光，此平行光再经分束棱镜反射进入望远镜，通过望远镜目镜看清楚十字缝的像成在分

划板中心十字叉丝线上． 
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ⅰ)求 Q 点经透镜 L所成像 Q，点的位置． 

由透镜物像距公式有 

                
'

1 1

1 1 1

LS S f
                            (1) 

其中焦距 fL=8.25cm，物距 S1=(8.25-3.75)cm=4.50cm，代入上式解得像距 

                          '

1 9.90cmS                        (2) 

ⅱ)Q1处的像再经分束棱镜即相当于厚度为 t、折射率为 n 的平板玻璃两次折射成像，其像

点 Q2的位置一定在凹球面镜的焦点 F 处，求物点与像点之

间的距离
1Q F． 

                           

    如图二所示，从 Q1点发出的光线 Q1G两次折射从 H 点

射出，其出射光线的反向延长线 HF与光轴的交点为像点 Q2

的位置，即凹球面镜的焦点 F处。因为出射光线 HF 与入射

光线 Q1F平行，由几何关系有 

1

tan
tan

t r
i

t Q F



 

式中 i和 r是入射角和折射角．i很小，故有 

tan sin , tan sini i r r   

于是有 

1

tan

sin

i t
n

r t Q F
 


 

即 
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1

1n
Q F t

n


                           (3) 

将 n=1.52和 f=3.00cm代入(3)式得 

                          
1 1.03cmQ F                          (4) 

ⅲ)凹球面镜的焦距为 

                      
1 1' 23.87cmf FQ S Q F O O             (5) 

ⅳ)凹球面镜的曲率半径为 

                          2 47.74cmR f                      (6) 

评分标准：本题 15分， 

填空 6分， 

    第一空 4分，第二空 2分． 

计算 9分， 

(1)式 1分，(2)(3)式各 2分，(5)式 3分，(6)式 1分. 

 

八、 

参考解答： 

电子绕原子核做匀速圆周运动，设在某一允许的圆周轨道上，电子的能量为 

                          
2

21

2
e e

e
E m v k

r
                         (1) 

(1)式右端两项分别表示电子在该轨道上的动能和势能，r为轨道半径，原子核对该电子的库 

仑吸引力充当其圆周运动的向心力，因而有 

                          
2 2

2e e

v e
m k q

r r
                           (2) 

氢原子圆周轨道的量子化条件为 

                          
em vr nh                               (3) 

其中 n取正整数． 

    联立(1)、(2)和(3)式可得 

                          
2 4

2 22

e e

n

m k e
E

n h
                           (4) 

其中对电子能量引入了下标 n用以表征不同轨道的电子能级，(4)式是在国际单位制中电子 
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能级的表达式，氢原子的基态对应于 n=1．而在原子单位制中， (4)式右端可取

1e em k e h n    ．所以有由 

                
2 4

au 2
1E Je em k e

h

 
  
 

                               (5) 

(1)和(2)可得 

                          
2

1

12
e

e
E k

r
                            (6) 

将(6)式和(4)式联立并运用于 n=1 情况，可得氢原子基态的轨道半径为 

                          
2

1 2

e e

h
r

m k e
                            (7) 

由上式知，在原子单位制中有 

                          
2

au 1 2
1L m

e e

h
r

m k e

 
   

 

                 (8) 

电子在基态轨道上的运动周期为 

                          1

1

2 r
t

v


                                (9) 

其中电子在基态轨道上的运动速度为 

                          
1

1e

h
v

m r
                              (10) 

由(9)和(10)式可得时间的原子单位为 

                          
3

au 2 4
1T S

e e

h

m k e

 
  
 

                    (11) 

评分标准：本题 15分． 

(1)(2)(3)(4)式各 1分，(5)式 3分； 

(6)(7)式各 1分，(8)式 2分； 

(9)(10)式各 1分，(11)式 2分． 
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第 30 届全国中学生物理竞赛决赛考试试题 

一、（15分）一质量为m的小球在距水平地面 h高处以水平速度 2gh 抛出，空气阻力

不计.小球每次落地反弹时水平速度不变，竖直速度大小按同样的比率减少.若自第一次反弹

开始小球的运动轨迹与其在地面的投影之间所包围的面积总和为 28

21
h ，求小球在各次与地

面碰撞过程中所受到的总冲量. 

提示：小球每次做斜抛运动（从水平地面射出又落至地面）的轨迹与其在地面的投影之

间所包围的面积等于其最大高度和水平射程乘积的
2

3
. 

 

 

二、（15分） 质量均为m的小球 1和 2由一质量可忽略、长度为 l 的

刚性轻杆连接，竖直地靠在墙角，小球 1 在杆的上端，如图所示.假

设墙和地面都是光滑的.初始时给小球 2 一个微小的向右初速度.问在

系统运动过程中，当杆与竖直墙面之间的夹角等于何值时，小球 1

开始离开竖直墙面？ 

 

 

三、（25分） 太空中有一飞行器靠其自身动力维持在地球赤道的正上方 eL R 处，相对于

赤道上的地面物资供应站保持静止.这里， eR 为地球的半径， 为常数， m  ，而 

1 3

2 3
1e

m

e e

GM

R




 
  
 

， 

eM 和 e 分别为地球的质量和自转角速度，G 为引力常数.设想从供应站到飞行器有一根用

于运送物资的刚性、管壁匀质、质量为 pm 的竖直输送管，输送管下端固定在地面上，并设

法保持输送管与地面始终垂直.推送物资时，把物资放进输送管下端内的平底托盘上，沿管

壁向上推进，并保持托盘运行速度不致过大.忽略托盘与管壁之间的摩擦力，考虑地球的自

转，但不考虑地球的公转.设某次所推送物资和托盘的总质量为m . 

1. 在把物资从供应站送到飞行器的过程中，地球引力和惯性离心力做的功分别是多少？ 

y

x
2

1
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2. 在把物资从供应站送到飞行器的过程中，外推力至少需要做多少正功？ 

3. 当飞行器离地面的高度（记为
0L ）为多少时，在把物资送到飞行器的过程中，地球引力

和惯性离心力所做功的和为零？ 

4. 如果通过适当控制飞行器的动力，使飞行器在不输送物资时对输送管的作用力恒为零，

在不输送物资的情况下，计算当飞行器离地面的高度为  e mL R    时，地面供应站

对输送管的作用力；并对 0 0 0m eL L L L R L L   、 、 三种情形，分别给出供应站对输

送管作用力的大小和方向. 

 

四、（20分） 一电路包含内阻为 ER 、电动势为 E的直流电源和 N 个阻值均为R的相同电阻，

有 1N  个半径为 r 的相同导体球通过细长导线与电路连接起来，球壳上有小缺口容许细长

导线进入但与其绝缘，如图所示.把导体球按照从左向右的顺序依次编号为 1到 1N  .所有导

体球起初不带电，开关闭合并达到稳定状态后，导体球上所带的总电量为Q .问导体球的半

径是多少？已知静电力常量为 k . 

 

 

 

 

 

 

  

N+1

ERE

RR RR

21
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五、（20分） 如图，处于超导体、半径为
0r 、质量为m、自感为 L 的超导细圆环处在竖直

放置的柱形磁棒上方，其对称轴与磁棒的对称轴重合.圆环附近的

磁场具有柱对称性，磁感应强度 B 可用一个竖直分量

 0 1 2zB B z  和一个径向分量 0rB B r 近似地描述 .这里

0B 、 为大于零的常量， z r、 分别为竖直和径向位置坐标.在 t=0

时刻，环心的坐标为 z=0、r=0,环上电流为 0I （规定圆环中电流的

正向与 z 轴正向满足右手规则）.此时把圆环释放，圆环开始向下运动，其对称轴仍然保持

竖直.处于超导态的超导细圆环具有这样的性质：穿过超导细圆环的磁通量保持不变. 

1. 圆环作何种运动？给出环心的 z坐标与时间的依赖关系. 

2. 求 t时刻圆环中电流 I的表达式.  

 

六、（15分） 一厚度为 t 的薄金属盘悬吊在温度为 300.0K的空气中，其上表面受太阳直射，

温度为 360.0K，下表面的温度为 340.0K.空气的温度保持不变，单位时间内金属盘每个表面

散失到空气中的能量与此表面和空气的温度差以及此表面的面积成正比，忽略金属盘侧面的

能量损失.若金属盘的厚度变为原来的 2倍，求金属盘上、下表面的温度. 
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七、（15分） 亚毫米细丝直径的双光束干涉测量装置如图（a）所示，其中
1 2 3M M M、 、 为

全反射镜，相机为 CCD（电荷耦合装置）相机. 来自钒酸铱自倍频激光器的激光束被分束

器分成两束，一束经全反镜
1M 反射后从上侧入射到细丝上；另一束经全反镜M3和M2相继

反射后从下侧入射到细丝上. 图（b）给出了两条反射光线产生干涉的光路，其中
1 2 、 分

别为上、下两侧的入射角，D为细丝轴线到观察屏（即相机感光片）的距离，P为两条反射

线在观察屏上的交点. 已建立这样的直角坐标系：坐标原点 O位于细丝的轴线上，x轴（未

画出）沿细丝轴线、指向纸面内，y 轴与入射到细丝上的光线平行（y轴的正向向上），z轴

指向观察屏并与其垂直. 已知光波长为，屏上干涉条纹的间距为 a. 由于 D 远大于细丝直

径和观察屏的尺寸，可假设投射到屏上的只有非常接近平行于 z轴的细光束. 

 

1. 由于细丝到观察屏的距离远大于观察屏的尺寸，因而上、下两侧的入射光只有 45 入射

角附近的细光束经细丝反射到屏上，上、下两侧的反射光束分别形成两个虚像.试求这两

个虚像的位置.（注：当 ~ 0x 时， sin ~ , cos ~1x x x ） 

2. 求细丝的直径 d. 

  

图（a）

钒酸铱自倍频
激光束

微型计算机

相机细丝

分束器

M3 M2

M1

y

P

z

图（b）
D

O

θ2

θ1
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八、（15分） 相对于站立在地面的李同学，张同学以相对论速率 v 向右运动，王同学以同样

的速率 v 向左运动.当张同学和王同学相遇时，三位同学各自把自己时钟的读数调整到零.当

张同学和王同学之间的距离为 L 时（在地面参考系中观察），张同学拍一下手.已知张同学和

王同学之间的相对速率为 

2

2

1
r

c
v







， 

其中
v

c
  ，c为真空中的光速. 

1. 求张同学拍手时随身携带的时钟的读数. 

2. 从王同学自身静止的参考系看，在张同学拍手这一事件发生的时刻，王同学也拍一下手.

从张同学自身静止的参考系看，在王同学拍手这一事件发生的时刻，张同学第二次拍一

下手.从王同学自身静止的参考系看，在张同学第二次拍手这一事件发生的时刻，王同学

第二次拍一下手.照此继续下去.求当张同学第 n 次拍手时地面参考系中张、王同学之间

的距离. 

3. 从李同学自身静止的参考系看，张同学和王同学依次拍手的时刻为多少？并指出这些时

刻的顺序. 
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第 30 届全国中学生物理竞赛决赛考试试题 

解答与评分标准 

一、参考解答： 

设小球每次落地反弹时，反弹后的竖直速度大小是反弹前的倍.第一次落地时竖直速度为 

0 2v gh          （1） 

第一次反弹竖直速度大小为 

1 2 ,0 1v gh    .       （2） 

第一次反弹高度为 

2
21

1
2

v
h h

g
  .        （3） 

第一次反弹后飞行时间为 

1
1

2
2 2

v h
t

g g
  .       （4） 

第一次反弹知第二次反弹时水平方向的位移为 

1 12 4x gh t h         （5） 

小球在第一次反弹至第二次反弹之间的运动轨迹与其在地面的投影之间所包围的面积为 

3 2

1 1 1

2 8

3 3
S h x h  .       （6） 

 设第 n次反弹后至 1n  次反弹前的最大竖直速度大小和上升的最大高度分别为 nv 和 nh ，

由题意和上述论证知 

1n nv v  ，            （7） 

2

1n nh h  ，        （8） 

1n nt t  ，        （9） 

1n nx x  ，        （10） 

3

1n nS S  .        （11） 
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1 2, ,S S 构成一无穷递缩等比数列，其总和为 

 3 6 21
1 3

1

8
1

1 21
n

n

S
S S S h 







      


     （12） 

由（6）、（12）式有 

1

2
           （13） 

 设 nI 表示小球在第  1n n  次碰撞过程中小球受到的作用力的冲量，由动量定理有 

   1 11n n n nI mv m v m v          （14） 

由于小球每次反弹前后速度的水平分量不变，小球每次碰撞过程中受到的沿水平方向的冲量

为零.小球在各次与地面碰撞过程中所受到的总冲量为 

   2

0 0

1

1
1 1

1
n

n

I I mv mv


  







      


    （15） 

方向向上.将（13）式代入（15）式得 

03 3 2I mv m gh        （16） 

评分标准：本题 15分. 

 （1）至（6）式各 1分，（11）式 4分，（12）式（16）式各 1分. 

 

二、参考解答：如图，在小球 1未离开竖直墙面之前，杆与竖直墙面之间夹角为 时，小球

1的坐标为 

1 10, cosx y l   ，   （1） 

小球 2的坐标为 

2 2sin , 0x l y  .    （2） 

小球 1的速度为 

1 1
1 10, sinx y

dx dy
v v l

dt dt
      ，  （3） 

式中
d

dt


  是杆的转动角速度.小球 2的速度为 

2 2
2 2cos , 0x y

dx dy
v l v

dt dt
     .  （4） 

θ

1

2
x

y
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由机械能守恒，有 

   2 2 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 1
cos cos

2 2 2
x y x ymgl m v v m v v mgl ml mgl         .  （5） 

由上式得 

 2 1 cosg

l





 .       （6） 

这里考虑到随着时间 t 的增加， 变大，因此 0  ，从而舍去负根. 

 系统质心 c的 x坐标为 

1 2 1
sin

2 2
c

mx mx
x l

m



  .         （7） 

质心速度的 x分量为 

1
cos

2

c

cx

dx
v l

dt
   .        （8） 

质心加速度的 x分量为 

21 1
sin cos

2 2

cx

cx

dv d
a l l

dt dt


           （9） 

由（6）式得 

 

1 2
sin sin

2 1 cos

d g g

dt l l


  


 


.     （10） 

在得到上述结果时又利用了（6）式.把（6）、（10）式代入（9）式，得 

 
1 3

sin 1 cos sin cos sin cos 1
2 2

cx

cx

dv
a g g g

dt
     

 
       

 
.  （11） 

 设竖直墙面对小球 1的正压力为 T，质心 c的 x方向的运动满足 

2 cxT ma          （12） 

由（12）式可知，当 0cxa  时， 

T=0          （13） 

小球 1开始离开竖直墙面.由(11)式得，小球 1开始离开竖直墙面时，夹角 满足方程 

3
sin cos 1 0

2
 
 

  
 

.      （14） 

方程（13）的一个解满足 sin 0  ，故 0  ，此角度对应初始位置；方程（13）的另一个
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解满足
3

cos 1 0
2

   ，故 

2
arccos

3
  .       （15） 

此即小球 1开始离开竖直墙面时杆与竖直墙面之间的夹角. 

评分标准：本题 15分.（1）至（15）式各 1分. 

 

三、参考解答： 

1. 当物资（包括托盘，一下类似）m 距地心 r 处时，物资 m 与地球系统的引力势能 GU 和

物资m受到的由于地球自转引起的惯性离心力 LF 分别为 

e

G

GM m
U

r
  ， 2

L eF m r .        （1） 

这里已取由地心向外的方向为力的正向.先计算地球引力对物资m 所做的功.当物资m 分别

在供应站和飞行器处时，物资m与地球系统的引力势能为 

   
 

,
1

e e e

G e G e

e e e

GM m GM m GM m
U R U L R

R L R R
      

 
.   （2） 

由功能原理，地球引力对物资m所做的功为 

   
 

1
1

1 1

e e

G G e G e

e e

GM m GM m
W U R U L R

R R



 

 
        

  
  （3） 

 再计算惯性离心力对物资m所做的功 LW .由于惯性离心力与 r 成正比，可用物资在供应

站处的惯性离心力和物资在飞行器处的惯性离心力的平均值来计算惯性离心力的功.于是 

       2 2 21 1 1
2

2 2 2
L L e L e e e e e eW F R F L R L m R L R L m R                  （4） 

2. 物资离开供应站后，地球吸引力变小而惯性离心力变大.的那个惯性离心力大于地球吸

引力时，就不再需要推动动物资做功了.因此，需要外力做正功的路程为从出发点到地球吸

引力等于惯性离心力之处.令 0r 为地球吸引力等于惯性离心力之处到地心的距离，则有 

2

02

0

e

e

GM m
m r

r
 ， 

或 
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1 3

0 2

e

e

GM
r



 
  
 

.        （5） 

物资到
0r 处时，地球引力所做的功为 

     0 0

0 0

1e e e e

G G e G

e e

GM m GM m GM m R
W r U R U r

R r R r

 
        

 
，  （6） 

惯性离心力所做的功为 

         2 2 2

0 0 0 0

1 1

2 2
L L L e e e eW r F r F R r R m r R       .    （7） 

因此，为了把物资从供应站推送到飞行器，外推力至少需要做的正功为 

     2 2 2

min 0 0 0

0

3

0 0

1
1

2

3 1
1 0.

2 2

e e

G L e e

e

e e e

e

GM m R
W W r W r m r R

R r

GM m R R

R r r


 

         
 

  
     
   

 

这里，利用了（5）式.再将（5）式代入上式得 

 
2 32 2

min

1 3

2 2

e

e e e e

e

GM m
W m R m GM

R
    .      （8） 

3. 令（3）式和（4）式之和等于零，则有 

 
  2 21

2 0
1 2

e

e e

e

GM m
m R

R


  


   


， 

即 

2

2 3
3 2 1 0e

e e

GM

R
 



 
    

 
，     （9） 

其解为 

1 2

2 3

81
3 1

2

e

e e

GM

R





  
     
   

 .     （10） 

舍去 的负根并令 

1 2

0 2 3

81
3 1

2

e

e e

GM

R
 




  
      

   
，    （11） 

则飞行器到地面的距离为 
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1 2

0 0 2 3

8
3 1

2

e e

e

e e

R GM
L R

R




  
      
   

.    （12） 

4. 为求供应站对输送管的作用力，先计算在输送管向下运动无限小距离 l 过程中，地球

引力、惯性离心力、地面供应站对输送管作用力所做的功.由于输送处于平衡状态，因此这

三个力对任何无限小位移所做功的和为零.为计算地球引力、惯性离心力所做的功，可以把

输送管向下运动无限小距离 l 想象成输送管最上面无限小的一段 l （质量为 /pm m l L   ）

无限缓慢地移动到最下面.在此过程中地球引力和惯性离心力所做的功可从类似于上面（3）

式和（4）式中的结果求出.这一无限小的一段 l 在距地心 r 处时，地球引力势能和惯性离心

力分别为 

2 21
,

e pe

G L e p e

GM m lGM m
U F m r m r l

r Lr L
 


        .   （13） 

 在输送管最上面无限小的一段 l 无限缓慢地移动到最下面的过程中，地球引力所做的

功为 

   
  2

1
1

1 1

e p e

G G e G e

e e

GM m GM m
W U L R U R l l

LR R 

 
         

  
，   （14） 

惯性离心力所做的功为 

      21 1
2

2 2
L L e L e p e eW F R F L R L m R l            .     （15） 

取供应站对输送管的作用力 baseF 向下为正向.在输送管向下运动无限小距离 l 过程中， baseF

所做的功为 

base baseW F l   .        （16） 

 由 0G L baseW W W      ，有 

 
  2

2

1
2 0

1 2

e p

p e e base

e

GM m
l m R l F l

R
 


      


    （17） 

于是， 

 
  2

2

1
2

1 2

e p

base p e e

e

GM m
F m R

R
 


   


.     （18） 

若 0baseF  ，则供应站对输送管作用力的方向向上. 
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 为便于讨论
0 0 0m eL L L L R L L   、 、 三种情形，将（18）式改写为 

 
 

 
  

 
  

 
  

2

2

2 2 3

2 2

0

21
2 1 2

1 2 2 1

.
2 1 2 1

e p p e e e

base p e e

e e e

p e e p e e

GM m m R GM
F m R

R R

m R m R


   

  

 
       

 
  

 
        

   

     
 

  （19） 

式中，
由（10）式给出，

0 由（11）式给出. 

 对于 0L L ,亦即 0  ，供应站对输送管作用力的大小由（18）式或（19）式给出，

方向向下.对于 0L L ，亦即 0  ，由（19）式有 

 00baseF L L  .      （20） 

对于 0m eR L L   ，亦即 0m    ，由（19）式可知 0baseF  .在此情况下，供应站对输送

管作用力的大小为 

 
  2

2

1
2

1 2

e p

base p e e

e

GM m
F m R

R
 


  


.    （21） 

方向向上. 

评分标准：本题 25 分. 

 第 1问 6分， 

 （1）、（3）、（4）式各 2分. 

 第 2问 6分， 

 （5）式 2分，（6）、（7）式各 1分，（8）式 2分. 

 第 3问 4分， 

 （9）式 2分，（10）式 1分，（11）或（12）式 1分. 

 第 4问 9分， 

 （13）至（16）式各 1分，（18）式 1分，（19）式 2分，（20）、（21）式各 1分. 
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四、参考解答： 

开关闭合经过较长时间后，电路中将流过稳定的直流电流，导体球上也将有稳定的电荷分布.

设第 i个导体球所带电量为
iQ ，那么包围它的导体球壳就带有电荷

iQ ，这些电荷必定分别

均匀地分布在两个球面上，因而导体球和外球壳之间的电势差为 

0

1 1
i iU kQ

r r

 
   

 
，        （1） 

而外面的导体球壳是接地的，所以第 i个导体球本身的电势就是 

0

1 1
i iU kQ

r r

 
  

 
.         （2） 

将（2）式两边对所有的导体球求和，得 

1

10

1 1 N

i

i

k Q U
r r





 
  

 
 ，       （3） 

其中 

1

1

N

i

i

Q Q




         （4） 

是导体球上所带的总电量.同时，电路中的直流电流为 

E

E
I

NR R



.        （5） 

于是第 i个导体球的电势为 

 
 1

1i

E

i ER
U i IR

NR R


  


.     （6） 

把（6）式代入（3）式得 

   
1

10

1 1 1
1 1

2

N

iE E

ER ER
k Q i N N

r r NR R NR R





 
     

  
 .   （7） 

由（7）式可解得 

 

 

1

0

1 1

2 E

N N ER
r

kQ NR R r



 
    

.     （8） 

评分标准：本题 20 分. 

（1）式 4分，（2）、（3）式各 2分，（4）式 1分，（5）、（6）、（7）式各 3分，（8）式 2分. 
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五、参考解答： 

1. 超导细圆环上有电流 I时，穿过超导圆环的磁通量为 

2

0π zr B LI          （1） 

把  0 1 2zB B z  代入上式，得 

 2

0 0π 1 2r B z LI         （2） 

由于穿过超导圆环的磁通量保持不变，因此为常量.由初始条件：t=0时， 0 0z r 、 , 0I I ,

有 

2

0 0 0 0πr B LI   .       （3） 

于是 

 2

0 0 0

2
πI r B z I I z

L
   .     （4） 

 现在考虑作用在圆环上的安培力.由于磁场为非均匀磁场，因此作用在圆环上的安培力

不为零.由于轴对称，安培力的方向沿轴线.作用在圆环上的安培力 

      0

2

0 0 0 0 0 0

0

2π

2
π 2π

,

A rF z B z I z r

B r r B z I r
L

kz F

 

 

 
   

 

  

    （5） 

其中 

2 2 2 4

0 0

2

0 0 0 0

4
π ,

2π .

k B r
L

F B r I









       （6） 

 再考虑到作用在圆环上的重力  gF z mg  ，作用在圆环上的合力为 

       0A gF z F z F z kz mg F      .    （7） 

在平衡位置 0z 处，  0 0F z  .由上式，得平衡位置为 

 2

0 0 00

0 2 2 2 4

0 0

2π

4π

mg B r I Lmg F
z

k B r






    .    （8） 

由（7）式可知，圆环的运动为在其平衡位置附近的简谐振动，振动角频率为 
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2

0 02π B rk

m mL


   ，       （9） 

圆环在 t时刻的 z坐标的一般形式为 

   0 0cosz t z A t    ，      （10） 

其中振幅 A和初始相位
0 由初始条件 

   
0

0 0, 0 0z

t

dz
z t v t

dt 

          （11） 

决定.由（10）、（11）式得 

0 0 0cos 0, sin 0z A A      

因此， 

0 0, 0A z    .       （12） 

于是， 

   

 

 

0 0

0

2 2
0 0 0 0 0

2 2 2 4

0 0

cos

cos 1

2π 2π
cos 1

4π

z t z z t

z t

mg B r I L B r
t

B r mL





 



 

    

   
   

   

.  （13） 

2. 把（13）式代入（4）式，得 t 时刻圆环中电流的表达式 

 
2

0 0

0 02

0 0

2

0 0

02 2

0 0 0 0

2π
cos 1

2π

2π
cos .

2π 2π

B rmg
I t I t I

B r mL

B rmg mg
I t

B r B rmL







 

    
       

     

   
     

  

   （14） 

评分标准：本题 20 分. 

 第 1问 18分， 

 （1）式 2分，（2）至（4）式各 1分， 

 （5）式 2分，（6）、（7）（8）式各 1分， 

 （9）、（10）式各 2分，（11）式 1分， 

 （12）式 2分，（13）式 1分. 

 第 2问 2分， （14）式 2分. 
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六、参考解答：设金属盘上、下表面的温度分别为
t bT T、 ，空气的温度为

0T .根据题意，金

属盘上、下表面单位时间内向空气散失的能量分别为 

   0 0,t bcA T T cA T T  ，      （1） 

其中 c 为常量，A 为金属盘表面的面积.设上表面单位时间内吸收的太阳关的能量为
aP .根据

能量守恒有 

   0 0a t bP cA T T cA T T    .     （2） 

因此， 

0 0

0

2
2a

t b

P cAT P
T T T

cA cA


    .     （3） 

可见金属盘上、下表面温度的和为常量.由题给数据，有 

360.0 340.0 700.0t bT T K K K    .    （4） 

当金属盘的厚度为 t 时，根据热传导定律，单位时间内从金属盘的上表面传导到下表面的热

量为 

t b

c

T T
P kA

t


 ，       （5） 

其中 k 为热传导系数.从金属盘的上表面传导到下表面的热量通过下表面散失到空气中，故 

 0

t b

b

T T
kA cA T T

t


  .     （6） 

 当金属盘的厚度为 2t 时，设其上、下表面的温度分别为 ' '

t bT T、 ，同理有 

 
' '

'

0
2

t b

b

T T
kA cA T T

t


  .     （7） 

用（6）式去除（7）式，并利用（4）式以及 

' ' 700.0t bT T K  ，      （8） 

有 

 

' '

0

0

700.0 2

2 700.0 2

b b

b b

K T T T

K T T T

 


  
.    （9） 

由上式，得 

 0 0'

0

700.0 4
333.3

1400.0 2 2

b b

b

b

K T T T T
T K

K T T

 
 

 
.   （10） 
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由（8）式，有 

' '700 366.7t bT K T K   .     （11） 

评分标准：本题 15 分. 

 （1）、（2）式各 2 分，（3）、（4）式各 1分， 

 （5）、（6）式各 2 分，（7）至（11）式各 1分. 

 

七、参考解答： 

1. 考虑上侧以 45 角入射到细丝外表面的细光束 AP，它被经细丝外表面反射后成方向平行

于 z 轴正向的反射光 PB，其反向延长线与 y 轴交于Q点，如图所示.由几何关系可知，

光线 PB离 xz平面的距离为 

2

4
OQ d y        （ 1） 

 考虑上侧以 45   （  很小）角入射到细丝外

表面的细光束 A P ，它被经细丝外表面反射后的反射光

+P B ，其反向延长线与 y 轴交于 E 点，如图所示.由反

射定律可 

知 

 2 45A P B           （ 2） 

因而，反射光 P B 与 z 轴的夹角为 

2        （3） 

考虑 EOP ，由几何关系可知 

45EP O EOP       

于是 

OE P E        （4） 

由于 2OP d  ，所以 

 cos 45
4

d
OE     

F

2Δθ
Δθ

B+π/4

P
B

A+A

O

Q+

Q

E

z

y
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利用 

 cos 45 cos 45 cos sin 45 sin         

和 

cos ~1, sin ~     ，当 ~ 0  

可得 

   
2

cos 45 1
2

       

所以 

 
 

2 2
1

4 1 4

d d
OE 


   

 
    （5） 

因而由（1）、（5）式得 

2

4

d
QE OE OQ          （6） 

进而，设 EB交QB于 F （设其 z坐标为 z），则在直角三角形 EQF中有 

 

2 2

tan 2 4 2 8

QF
z QF d d



 



   

 
   （7） 

 因此，上侧入射角在 π 4附近的入射光线虚像的位置为 

2 2
,

4 8
y d z d        （8） 

利用对称性可见，下侧入射角在 π 4附近的入射光线虚像的位置为 

2 2
,

4 8
y d z d         （9） 

【另解二： 

（前解答中由开始到“夹角为 2  ”全部保留）. 

2
,

2
PP r PQ OQ r     ，     （4） 

进而，由于 PP与QB的夹角为 45 ，可得 

2 2

2 2
Q P r r      . 

反向延长 P B 交 y轴于 E，在直角三角形 EQ P 中 
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tan 2

2
1 2

2

2 ,

Q E Q P

r

r



 



    

    

 

         （5） 

考虑到
2

2
QQ r    ，所以精确到   

2Q E Q Q          （6） 

由 ~EQF EQ P   有 

1 2 2

2 4 8
z QF P Q r d      .    （7） 

F 是 PB P B 、 两条反射光反向延长线的交点，即为虚像. 

对于 0  的情形，得到虚像位置不变.由对称性可知，下侧虚像位置与上侧虚像以 z 轴为

对称. 

 上虚像：
2 2

,
4 8

y d z d    ，      （8） 

 下虚像：
2 2

,
4 8

y d z d    .       （9） 

】 

2. 本问题可视为由上、下两侧的反射光束分别形成的虚光源所发出的光线之间的干涉，相

当于双缝位置分别在
2 2

,
4 8

y d z d   和
2 2

,
4 8

y d z d    的双缝干涉.双缝屏与观

察屏之间的距离为
2

8

d
D D  ，双缝间距为

2

2
d .故条纹间距 

 
2

2 2

D D
a

dd


       （10） 

由此得，细丝的直径 d 为 

2 D
d

a


        （11） 

评分标准：本题 15 分. 

 第 1问 10分， 

 （1）、（2）式各 1 分，（3）式 2分，（4）至（9）式各 1分. 

 第 2问 5分， 

 （10）式 3分，（11）式 2分. 
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八、参考解答： 

1. 在地面参考系 S 中，从张同学和王同学相遇，到他们之间的距离为 L时，时间间隔为 

2

L
t

v
  .          （1） 

在张同学自身静止的参考系 'S 中，张同学开始两次读其随身携带的时钟的两个事件发生在同

一地点，因此张同学拍手时随身携带的时钟的读数 T 为固有时间或原时.利用时间的相对论

效应得 

2
2 2

2
1 1 1

2

v L
T t t

c v
         .     （2） 

2. 在参考系 'S 中，张同学第一次拍手这一事件 1 发生的时刻和位置分别是 '

1t T 和 '

1 0x   

已设张、王同学分别位于各自参考系中直角坐标系的坐标原点，两参考系中直角坐标系的原

点在 ' '' 0t t  时重合、 'x 和 ''x 轴重合且同向.而在王同学自身静止的参考系 ''S 中，张同学的

时钟慢了.利用时间的相对论效应，在参考系 ''S 中事件 1 发生的时刻 ''

1t （此即王同学随身携

带的时钟的读数）为 

'' ''

1 1t t T   ，        （3） 

式中 

2

22 2

1 1
,

11 rv c







 


       （4） 

推导中已应用了张同学相对于王同学做匀速直线运动的速率 rv 的表达式.注意：在参考系 ''S

中事件 1发生的位置并不在王同学自身所在处或原点，而在 ''

2 0x  . 

 依题意，王同学在时刻 

'' ''

2 1t t T          （5） 

拍手，这一事件在参考系 ''S 中发生的时刻和位置分别是 '' ''

2 1t t 和原点 ''

2 0x  ，是和事件 1 不

同的另一事件，记为事件 2.而在张同学自身静止的参考系 ''S 中，王同学的时钟慢了.利用时

间的相对论效应，在参考系 ''S 中事件 2发生的时刻 ''

2t 为 

 ' '' 2

2 2t t T T      ，     （6） 
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依题意，张同学在时刻 

' ' 2

3 2t t T         （7） 

第二次拍手（事件 3）， '

3t 即为其随身携带的时钟的读数. 

 照此继续下去.当张同学第 n次拍手时，第 2 1n  个事件在参考系 ''S 中发生的时刻 '

2 1nt 

（或张同学随身携带的时钟的读数）为 

 2 1'

2 1

n

nt T


  .      （8） 

由于在张同学每次观察到的时间间隔 T 内，张、王同学之间在地面参考系中的距离增加 L .

于是，张同学第 n次拍手时，张、王同学之间在地面参考系中的距离为 

 
 2 1

2
2 1

2

1
.

1

n

n

nd L L







  
   

 
     （9） 

3. 利用时间的相对论效应，从李同学自身静止的参考系看，张同学和王同学依次拍手的时

刻为 

 
1 2

2
1 2

' 2

1 12
1 1

2

v L
t t T

c v



 

     
 

，        （10） 

 
1 2 1 2

2 2 2
''

2 22 2 2

1
1 1

2 1 2

v v L L
t t T

c c v v


 



 

    
        

   
，     （11） 

 
1 2 1 2 2

2 2 2
' 2 2

3 32 2 2

1
1 1

2 1 2

v v L L
t t T

c c v v


 



 

     
          

     
，    （12） 

 

    
 1 2 1 2 2 1

2 2 2
2 1 2 1'

2 1 2 12 2 2

1
1 1

2 1 2

n

n n

n n

v v L L
t t T

c c v v


 



  

 

 

     
          

     
. （13） 

由（10）至（13）式可直接看出 

1 2 3 2 1nt t t t             （14） 

 

评分标准:本题 15 分. 

 第 1问 3分， 

 （1）式 1分，（2）式 2分. 
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 第 2问 8分， 

 （3）至（6）式各 1分，（8）、（9）式各 2分. 

 第 3问 4分， 

 （10）、（11）、（13）、（14）式各 1分. 
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第 31 届全国中学生物理竞赛决赛理论考试试题 

考生须知 

1、 考生考试前务必认真阅读本须知。 

2、 考试时间为 3 个小时。 

3、 试题从本页开始，共 5页，含八道大题，总分为 140分。试题的每一页下面标出了

该页的页码和试题的总页数，请认真核对每一页的页码和总页数是否正确，每一页中是否有

印刷不清楚的地方，发现问题请及时与监考老师联系。 

4、 考生可以用发的草稿纸打草稿，但需要阅卷老师评阅的内容一定要写到答题纸上；

阅卷老师只评阅答题纸上的内容，写在草稿纸和本试题纸上的解答一律无效。 

***************************以下为试题******************************** 

 

一、（12 分）一转速测量和控制装置的原理如图所

示。在 O 点有电量为Q的正电荷，内壁光滑的轻质

绝缘细管可绕通过 O 点的竖直轴在水平面内转动，

在管内距离 O 为 L处有一光电触发控制开关 A，在

O 端固定有一自由长度为 4L 的轻质绝缘弹簧，弹

簧另一端与一质量为m、带有正电荷 q的小球相连接。 

 开始时，系统处于静态平衡。细管在外力矩作用下，作定轴转动，小球可在细管内运动.

当细管转速逐渐变大时，小球到达细管的 A 处刚好相对于细管径向平衡，并触发控制开

关，外力矩瞬时变为零，从而限制转速过大；同时 O 点的电荷变为等量负电荷 Q .通过测

量此后小球相对于细管径向平衡点的位置 B，可测定转速。若测得 OB的距离为 2L ，求 

（1） 弹簧系统
0k 及小球在 B 处时细管的转速； 

（2） 试问小球在平衡点 B 附近是否存在相对于细管的径向微振动？如果存在，求出该微

振动的周期。 

  



m,q

A

O



 
 
 

 

咨询电话：82618899 

第 106 页 
 

二、（14分）多弹头攻击系统是破解导弹防御体系的

有效手段.如图所示，假设沿某海岸有两个军事目标

W 和 N，两者相距 L，一艘潜艇沿平行于该海岸线

的航线游弋，并监视这两个目标，其航线离海岸线的

距离为 d 。潜艇接到攻击命令后浮出海面发射一颗可

分裂成多弹头的母弹，发射速度为
0v （其大小远大于潜艇在海里游弋速度的大小），假设母

弹到达最高点时分裂成三个分弹头，每个分弹头的质量相等，分离时相对原母弹的速度大小

均为 v ，且分布在同一水平面内。分弹头 1、2 为实弹，分弹头 3 为迷惑对方雷达探测的假

弹头。如果两个实弹能够分别击中军事目标 W 和 N，试求潜艇发射母弹时的位置与发射方

向，并给出相应的实现条件。 

三、（14分）如图所示，某绝热容器被二块装有阀门
1K 和

2K 的固定绝热隔板分隔成相等体

积
0V 的三室 A、B、C，

0A B CV V V V   ，容器左端用绝热活塞 H 封闭，左侧 A室装有
1 1 

摩尔单原子分子气体，处在压强为
0P 、温度为 0T 的平衡态；中段 B室为真空；右侧 C室装

有
2 2  摩尔双原子分子气体，测得其平衡态温度为

00.50eT T 。初始时刻
1K 和

2K 都处在

关闭状态。然后系统依次经历如下与外界无热量交换的热力学过程： 

（1）打开
1K ，让

AV 中的气体自由膨胀到中段真空
BV 中；等待气体达到平衡态时，缓慢推

动活塞 H 压缩气体，使得 A 室体积减小了 30%（ '

00.70AV V ）。求压缩过程前后，该部分气

体的平衡态温度及压强； 

（2）保持
1K 开放，打开

2K ，让容器中的两种气体自由混合后共同达到平衡态。求此时混

合气体的温度和压强； 

（3）保持
1K 和

2K 同时处在开放状态，缓慢拉动活塞 H，使得 A 室体积恢复到初始体积

''

0AV V 。求此时混合气体的温度和压强。 

提示：上述所有过程中，气体均可视为理想气体，计算结果可含数值的指数式或分式；根据

热力学第二定律，当一种理想气体构成的热力学系统从初态（ , ,i i ip T V ）经过一个绝热可逆

NW

L

dv0
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过程（准静态绝热过程）到达终态（ , ,f f fp T V ）时，其状态参数满足方程： 

 
11 1 1ln ln 0

f f

Vif

i i

T V
S C R

T V
 

   
      

   
   （I） 

其中，
1 为该气体的摩尔数， ViC 为它的定容摩尔热容量， R 为普适气体常量。而当热力学

系统由二种理想气体组成，则方程（I）需修改为 

   1 2 0
if if

S S         （II） 

 

 

四、（20分）光纤光栅是一种介质折射率周期性变化的光学器件。设一光纤光栅的纤芯基体

材料折射率为
1 1.51n  ；在光纤中周期性地改变纤芯材料的折射率，其改变了的部分的材料

折射率为
2 1.55n  ；折射率分别为

2n 和 1n 、厚度分别为 2d 和
1d 的介质层相间排布，总层数

为 N ，其纵向剖面图如图（a）所示. 在该器件设计过程中，一般只考虑每层界面的单次反

射，忽略光在介质传播过程中的吸收耗损。假设入射光在真空中的波长为 1.06 m  ，当

反射光相干叠加加强时，则每层的厚度
1d 和 2d 最小应分别为多少？若要求器件反射率达到

8%，则总层数 N 至少为多少？ 

提示：如图（b）所示，当光从折射率
1n 介质垂直入射到折射率 2n 介质时，界面上产生反射

和透射，有： 

1 2

1 2

=
n n

n n





反射光电场强度

入射光电场强度
， 1

1 2

2n

n n




透射光电场强度

入射光电场强度
，

2

=
反射光电场强度

反射率
入射光电场强度

 

真空

       V0

V0，T0/2V0，p0，T0

v2，双原子分子v1,单原子分子

K2K1

H

CBA
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五、（20）中性粒子分析器

（Neutral-Particle Analyser）

是核聚变研究中测量快离子

温度及其能量分布的重要设

备。其基本原理如图所示，

通 过 对 高 能 量

（200eV~30KeV）中性原子

（它们容易穿透探测区中的

电磁区域）的能量和动量的

测量，可诊断曾与这些中性原子充分碰撞过的离子的性质。 

 为了测量中性原子的能量分布，首先让中性原子电离，然后让离子束以 角入射到间距

为 d 、电压为V 的平行板电极组成的区域，经电场偏转后离开电场区域，在保证所测量离子

不碰到上级板的前提下，通过测量入射孔 A和出射孔 B 间平行于极板方向的距离 l 来决定离

子的能量。设 A与下级板的距离为
1h ，B与下级板的距离为

2h ，已知离子所带电荷为 q。 

（1）推导离子能量 E与 l 的关系，并给出离子在极板内垂直于极板方向的最大飞行距离。 

（2）被测离子束一般具有发散角       。为了提高测量的精度，要求具有相同能量

E，但入射角方向在  范围内变化的离子在同一小孔 B 处射出，求
2h 的表达式；并给出

此时能量 E与 l 的关系。 

透射光

图（b）

n2 
 n1  

反射光

入射光

反射光

入射光

图（a）

d2厚度      d2d1 d2d1d2

层数            1 2 3 4 5                        N
折射率    n1 n2 n1 n2 n1 n2                 n2   

......

探测区

d

θ

电离区

中性原子离子
l

A

B

V

极板

h1

h2

Δα

示意图



 
 
 

 

咨询电话：82618899 

第 109 页 
 

（3）为了提高离子能量的分辨率，要求具有量程上限能量的离子刚好落在设备允许的 l 的

最大值
maxl 处，同时为了减小设备的体积，在满足测量要求的基础上，要求极板间距 d 尽可

能小，利用上述第（2）问的结果，求 d 的表达式；若 30  ，结果如何？ 

（4）为了区分这些离子的质量，请设计后续装置，给出相应的原理图和离子质量表达式。 

六、（20分）超导体的一个重要应用是绕制强磁场磁体，其使用的超导线材属于第二类超导

体，如果将这类超导体置于磁感应强度为
aB 的外磁场中，其磁力线将以磁通量子（或称为

磁通漩涡线）的形式穿透超导体，从而在超导体中形成正三角形的磁通格子，如图 1 所示。

所谓的磁通量子，如图 2所示，其中心是半径为 的正常态（电阻不为零）区域，而其周围

处于超导体（电阻为零），存在超导电流，所携带的磁通量为 15

0 2.07 10 Wb
2

h

e

    （磁

通量的最小单位）。 

（1）若 25 10aB T  ，求此时磁通漩涡线之间距离 a； 

（2）随着
aB 的增大，磁通漩涡线密度不断增加，当

aB 达到某一临界值
2cB 时，整块超导体

都变为正常态，假设磁通漩涡线芯的半径为 95 10 m   ，求所对应的临界磁场
2cB ； 

（3）对于理想的第二类超导体，当有电流 I 通过超导带材时，在安培力的驱动下，磁通漩

涡线将会粘滞流动，在超导带内产生电阻（也称为磁通流阻），从而产生焦耳耗损，不利于

超导磁体的运行。磁通漩涡线稳定粘滞流动的速度 v 与单位体积磁通漩涡线所受到的驱动力

Af 和 aB 的关系为
0

a

A

B
f v


，其中 为比例系数。外加磁场、电流方向，以及超导体带材

的尺寸如图 3所示，请指出磁通漩涡线流动的方向，并求出磁通漩涡线流动所产生的电阻率

（用
aB ，

0 ， ，超导体尺寸 , ,b c d表示）； 

（4）要使超导体材料真正实用化，消除这种磁通流阻成了技术的关键，请给出你的解决方

案。 
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七、（20分）如图，两个质量均为m的小球 A和 B（均可视

为质点），固定在中心位于 C、长为 2l 的刚性轻质细杆的两

端，构成一质点系。在竖直面内建立Oxy 坐标，Ox方向沿

水平向右，Oy方向竖直向上.初始时质点系中心 C 位于原点

O，并以初速度
0v 竖直上抛，上抛过程中，ACB 三点连线

始终水平。风速大小恒定为 u、方向沿 x轴正向，小球在运

动中所受空气阻力 f 的大小与相对于空气运动速度 v的大小成正比，方向相反，即 f kv  ，

k 为正的常量。当 C点升至最高点时，恰好有一沿 y 轴正向运动、质量为
1m 、速度大小为

1u

的小石块（视为质点）与小球 A 发生竖直方向的碰撞，设碰撞是完全弹性的，时间极短。

此后 C 点回落到上抛开始时的同一水平高度，此时它在Ox方向上的位置记为 s，将从上抛

图 1

a

a

图 3图 2

Ba

I

I

d

c

b

u

s
x

y

O l-l

C BA
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到落回的整个过程所用时间记为T ，质点系旋转的圈数记为 n。求质点系 

（1）转动的初始角速度
0 ，以及回落到 s点时角速度

s 与 n的关系； 

（2）从开始上抛到落回到 s点为止的过程中，空气阻力做的功 fW 与 n s T、 、 的关系。 

 

八、（20分）太阳是我们赖以生存的恒星。他的主要成分是氢元素，在自身引力的作用下收

缩而导致升温，当温度高到一定程度时，中性原子将电离成质子和电子组成的等离子体，并

在其核心区域达到约 71.5 10 K 的高温和 5 31.6 10 kg/m 以上的高密度，产生热核聚变而放出

巨大能量，从而抗衡自身的引力收缩达到平衡，而成为恒星。太阳内部主要核反应过程为 

1 1 +

eH H D+e +       （I） 

1 3D H He+x        （II） 

3 3 4 1 1He He He+ H+ H      （III） 

其中第一个反应的概率由弱相互作用主导，概率很低，这恰好可以使得能量缓慢释放。反应

产物正电子 e会与电子 e湮灭为 γ射线，即 

+ -e +e γ+γ      （IV） 

 已知：质子（ 1H）、氘（D）、氦-3（ 3 He）、氦-4（ 4 He）和电子的质量分别为 938.27、

1875.61、2808.38、3727.36 和 0.51（ 2MeV/c ）（误差为 20.01MeV/c ）， c 为真空中的光速，

中微子
e 的质量小于 23eV/c 。普朗克常量 346.626 10 J sh    ， 83.0 10 m/sc   ，波尔兹曼

常量 231.381 10 J/Kk   ，电子电量 191.602 10 Ce   。 

（1）试用理想气体模型估算处于热平衡状态的各种粒子的平均动能及太阳核心区的压强（请

分别用 eV 和 atm为单位）； 

（2）反应式（II）中的 x是什么粒子（α β γ p、 、 、 和 n 之一）？请计算该粒子的动能和动

量的大小，是否可以找到一个参照系，使得 x粒子的动能为零？ 

（3）给出反应式（I）中各反应物的动能的范围； 

（4）反应式（IV）中的 射线（光子）经过很多次的康普顿散射到达太阳表面的时候，其

波长约为 75.4 10 m 。设入射光子的能量为 0E ，一次散射后光子的能量为 E ，光子的散射
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角为（出射光子动量相对于入射光子动量的夹角）。推导出由 0E 和表示的 E 的表达式；

假设从太阳中心到表面，光子经历了 2610 次康普顿散射，且每次散射的角度相同，求每一次

的散射角。 
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第 31 届全国中学生物理竞赛决赛 

理论考试试题与评分标准 

 

一、 

参考解答： 

（1）设细管的角速度 A ，小球在 A点相对细管平衡时，有 

2

0 2

3

4
A

qQ
k L k Lm

L
          ○1  

球在 B 点，细管的角速度 B 满足 

2

0 2

1

4 4 2
B

qQ L
k L k m

L
         ○2  

且外力矩为 0，角动量守恒有 

2
2

4
A B

L
mL m          ○3  

则有 

4B A   

代入○2 式得 

2

0 2

1
8

4 4
A

qQ
k L k Lm

L
        ○4  

由○1 和○4 式得 

0 3

48

23

qQ
k k

L
         ○5  

代入○2 式得细管的角速度 B 为 

3

13
4

23
B

kqQ

mL
         ○6  

（2）令 br r x  ，小球平衡点附近所受合力为 

2

0 22 4 2

2

x

L L qQ L
F x k x k x m

L
x


     

           
      

 
 

  ○7  
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z

图1

θ
α

O x

yy

xO

v0 d

W N

由角动量守恒 

2 2

2 4
x B

L L
m x m 
 

  
 

    ○8  

平衡点附近展开得径向合力为 

  2

0 3 3

16 304
3

23
B

qQ kqQ
F x k m k x x

L L


 
      

 
   ○9  

所以，小球在平衡点 B附近存在相对于细管的径向微振动.   ○10  

小球相对于细管的径向微振动周期为 

323

2 19

mL
T

kqQ


       ○11  

评分标准：本题 12分.○1 2分，○2 1分，○3 2分，○5 ○6 ○7 ○8 ○9 ○10○11各 1分 

 

二、 

参考解答（一）： 

以两个目标 W 和 N 连线的中点O为原点建立如

图 1的坐标系，假设潜艇发射母弹时的位置为（ x，0，

d ），母弹发射方向的仰角为（与 xoz 平面的夹角），

与航线的夹角为 （在 xoz 平面内，发射方向的投影

线与 x轴的夹角）.按题意母弹到达最高点的时间为 

0 sinv
t

g


     ○1  

沿发射方向在海面上质心运动的距离（即射程）为 

2

0 sin 2v
s

g


     ○2  

 根据题意与动量守恒定律，在母弹参考系中，三个分弹头的飞行方向 

在水平面内一定呈对称分布，且假弹头 3飞行方向与海岸线垂直（如图 2 

所示），则分弹头 1、2 在与海岸线垂直的方向上飞行的距离为 

0 0cos sin cos sin
2

v
d v t v t   

 
       
 

   ○3  

图2

120°

120°

120°

3

21
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z

图1

θ
α

O x

yy

xO

v0 d

W N

 则分弹头 1在与海岸线平行的方向上飞行的距离为 

0

3
cos cos cos

2 2 2

L s
v v t x  

   
            

   ○4  

 则分弹头 2在与海岸线平行的方向上飞行的距离为 

0

3
cos cos cos

2 2 2

L s
v v t x  

   
            

   ○5  

联立○1 ○4 ○5 式可得到 

0 sin
3

v
v L

g


   

 

0

sin
3

gL

v v
      

2 2

2 2

0

cos 1
3

g L

v v
       ○6  

将○1 ○6 代入○3  

0

0

sin
2 cos sin

2

vv
d v

g


 

 
    
 

 

 
 

2 2

0 2 2

0

2 3
sin

4 1
3

d L v

g L
Lv

v v








   
 

2

4

2 2 2 2 2

0

9
2 3

cos 1
4 3

L
v d

L v v g L


 
 

 
 


  ○7  

 上式中“+”号表示倾向海岸方向，“-”号表示背向海岸方向.将上述结果代入联立○4 或

○5 式可得到 

 
22

2 2 2 2

04

4
3

9 2 3

L L
x v v g L d

v

 
     

 
      ○8  

0

0 1
3

gL

v v
  ，

 
2 2

0 2 2

0

2 3
1

4 1
3

d L v

g L
Lv

v v






， 0d       ○9  

评分标准：本题 14分.○1 ○2 式各 1 分，○3 ○4 ○5 式各 2分，○6 ○7 式各 1分，○8 ○9 式各 2分. 

参考解答（二）： 

 以两个目标W和N连线的中点O为原点建立
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如图 1的坐标系，假设潜艇发射母弹时的位置为  ,0,x d ，母弹发射方向的仰角为（为 xoy

平面的夹角），与航线的夹角为（ xoz 平面内与 x轴的夹角），按题意母弹到达最高点的时

间为 

0 sinv
t

g


       ○1  

按题意多弹头母弹的运动可分解为母弹的质心运动及分弹头相对质心的运动之和，沿发射方

向在海面上质心运动的距离（即射程）为 

2

0 sin 2v
s

g


       ○2  

如果要求分弹头 1、2 能够同时击中军事目标，则质心必须落在两个军事目标 W 和 N 连线

的垂直中分线上（海面上），其俯视图如图 3所示，分析可知有 

2 2 3

v L
t        ○3  

2

2 2

2 3

L
x d s

 
   
 

    ○4  

将○1 代入○3 得到 

0

sin
3

gL

v v
  ，

2 2

2 2

0

cos 1
3

g L

v v
     ○5  

将○1 ○5 代入○2 得到 

2 2 2 2

02

2
3

3

L
s v v g L

v
      ○5  

 
22

2 2 2 2

04

4
3

9 2 3

L L
x v v g L d

v

 
     

 
   ○6  

cosx s        ○7  

 

2

4

2 2 2 2 2

0

9
2 3

cos 1
3

L
v d

L v v g L


 
 

 
 


  

 
2 2

0 2 2

0

2 3
sin

4 1
3

d L v

g L
Lv

v v




 



  ○8  

上式中“+”号表示倾向海岸方向，“-”号表示背向海岸方向. 

图3

L/2L/2 O

d
s

C

x

α
v0

v
v

120°

NW



 
 
 

 

咨询电话：82618899 

第 117 页 
 

0

0 1
3

gL

v v
  ，

 
2 2

0 2 2

0

2 3
1

4 1
3

d L v

g L
Lv

v v






， 0d    ○9  

评分标准：本题 14分.○1 ○2 式各 1分，○3 ○4 式各 2分，○5 式 1分，○6 ○7 式各 2分，○8 式 1分，

○9 式 2分. 

【说明】如果母弹爆炸点位于中垂线向陆地（跨过WN的连线）方向延伸至
3

6
L 位置，则

有 

 
22

2 2 2 2

04

4
3

9 2 3

L L
x v v g L d

v

 
    

 
       ○6  

 
2 2

0 2 2

0

2 3
sin 1

4 1
3

d L v

g L
Lv

v v




 



         ○8  

三、 

参考解答： 

（1）对于非准静态的自由膨胀过程，外界没有对气体做功，系统也没有从外界吸热.由热力

学第一定律得，容器内气体膨胀前后的内能改变为零，  0 0U T    ，从而系统的温度没

有改变，只是系统的体积增加了一倍，使得压强减少为原来的 1/2/. 

1 0T T ，
1 0

1

2
P P          ○1  

然后，气体从（
0 0 1

1
2.0 , ,

2
V P T ）经过准静态绝热压缩过程，达到新的（ ' '

01.7 , ,V P T ）平衡态.

该绝热过程满足方程： 

   '

0 0 0

1
2 1.70

2
P V P V

 
 ， 5 / 3   

5

' 3
0

1
0.85

2
P P



         ○2  

5

' '3
0 0 1

1
1.70 0.85 1.70

2
P V P V RT



      

5 2

' 0 0 3 3
0

1

0.85 0.85 0.85
PV

T T
R

 

         ○3  

（2）当容器内的两种气体交换混合共同达到（ '' ''

02.7 , ,V p T ）平衡态时，能量守恒导出： 
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' ''

1 2 1 2

3 5 3 5

2 2 2 2
eRT RT R R T   

 
   

 
 

2
' ' 3

'' 1 2

0 0

1 2

3 5 3 10 3 0.85 5
0.64

3 5 13 13

e eT T T T
T T T

 

 



   
   


   ○4  

同时，根据理想气体方程有， 

'' ''

1 1p n kT ， '' ''

2 2p n kT ， '' ''p nkT       ○5  

其中， '' ''

1 2,p p 分别为单原子分子和双原子分子气体的压强， 1 2,n n 分别为相应的两种分子的分

子数密度， n为混合气体的分子数密度.利用 1 2n n n  关系和（5）式， 

 
 1 2'' '' '' '' '' ''

1 2 1 2

02.7
p nkT n n kT p p RT

V

 
         ○6  

代入数据得到结果， 

2 2

3 3
''

0 0

0

3 3 0.85 5 9 0.85 15

2.70 13 35.1
p R T p

V

 

   
     ○7  

（3）最后，混合气体从（ '' ''

02.7 , ,V P T ）经过准静态绝热膨胀达到（ ''' '''

03 , ,V p T ）平衡态.该绝

热过程满足如下的方程： 

   '' '''

0 02.70 3
m m

p V P V
 
        ○8  

其中 

1 1 2 2

1 1 2 2

p p

m

V V

v C v C

v C v C






        ○9 * 

其中，由题意得
1

3

2
VC R ，

1 1

5

2
p VC C R R   ，

2

5

2
VC R  ，

2

7

2
pC R .从而得到混合气体

的热容比： 

1 1 2 2

1 1 2 2

5 14 19

3 10 13

p p

m

V V

v C v C

v C v C


 
  

 
 

再代入○8 式得 

2
19 3

''' '' 13
0

9 0.85 15
0.90 0.90

35.1
mP P p




 
      ○10  
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同理有 

   
1 1'' '''

0 02.70 3
m m

T V T V
  

       ○11  

 

2
6 3

1''' '' 13
0

3 0.85 5
0.90 0.90

13.0

mT T T




  
      ○12  

评分标准：本题 14分，第（1）问 4 分，○1 式 2分，○2 ○3 式各 1分；第（2）问 4分，○4 ○7 式

各 2分；第（3）问 6分，○9 ○10○12式各 2分. 

 

○9 *式即：求证两种混合气体满足的绝热过程及其热容比
1 1 2 2

1 1 2 2

p p

m

V V

v C v C

v C v C






. 

○9 式证法： 

 根据提示：    1 2 0
if if

S S    ，得到 

1 21 1 2 2ln( ) ln( ) ln( ) ln( ) 0
f f f f

V V

i i i i

T V T V
C R C R

T V T V
       ， 

     
11 2 2 1 2 1 2ln( ) ln( ) ln( )

f f i

V V

i i f

T V V
C C R R R R

T V V
           ， 

   1 1 2 2 1 2( ) ( )V Vf C C R Ri

i f

T V

T V

    
 ，  1 2 1 1 2 2/( C )

( ) ( ) V Vf R R Ci

i f

T V

T V

    
  

所以： 

g g

f f iT V TV ， 1 2

1 1 2 2V V

R R
g

C C

 

 





      （a） 

其次， 

   1 2 1 2i i i i i ipV p p V RT      

   1 2 1 2f f f f f fp V p p V RT      

( i i i

f f f

pV T

p V T
 )=( )， ( ) ( )( )

fi i

f f i

Vp T

p T V
  

 1( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
f f g gi i i i

i i f f f f

p T V V V V

p T V V V V
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所以： 

 1 1g g

f f i ip V pV  ， m m

f f i ip V p V
 
      （b） 

 1 2

1 2 1 2

1 21 2

1 2 1 2

1 1
p p

m

V V V V

C CR R
g

C C C C

  


   


    

 
 

其中
1 1p VC C R  ，

2 2p VC C R  .若
2 0  ，就导出由一种理想气体构成的热力学系统满足

的绝热过程及热容比关系： 

const.f f i ip V pV  
p p

V V

C C R

C C



 

 

四、 

参考答案：先分析光波在第一层介质中的来回传播.当光从光纤（基体折射率为 1n ）入射到

折射率为 2n 的第一层介质表面时，假设入射光场（电场强度）为 a，则其反射光场为 

1 1ra r a        ○1  

式中 1 2
1

1 2

n n
r

n n





，其透射光场为 

1 1ta t a        ○2  

式中 1
1

1 2

2n
t

n n



，当光波射到折射率为 1n 的第二层介质表面时，先不考虑光波在第一层介质

中传播过程中的相位变化，其反射光场为 

2 1
2 2 1 1 1 1

1 2

r

n n
a r t a t a r t a

n n


   


   ○3  

注意到 1 0t  ，可知○3 式等式右端的因子（-1）表示 2ra 和 1ra 之间存在180 相位差. 

 现考虑光波在第一层介质中来回传播过程中的相位变化.如果第一层介质最小厚度（即

小于光波在该介质中的波长）为 

2

2

1060nm
171nm

4 4 1.55
d

n


  


    ○4  

则反射光场 2ra 在入射处界面要附加180 相位差，它与反射光场 1ra 正好相干叠加加强.则在

入射处界面反射光场为 

'

2 1 1ra t r a       ○5  
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它透过第一层介质后成为 

''

2 2 1 1ra t t r a       ○6  

式中 

1 2
1 2

1 2

n n
r r

n n


  


， 1

1

1 2

2n
t

n n



， 2

2

1 2

2n
t

n n



   ○7  

 再分析光波在第一、二层介质的来回传播.当光波射到折射率为
1n 的第二层介质的前界

面时，先不考虑光波在第一、二层介质中传播过程中的相位变化，其透射光场为 

2 2 1 2 1t ta t a t t a       ○8  

则按照前面类似的分析， 2ta 在通过第二层介质经第二、三层介质界面反射并返回至在入射

处界面，反射光场应为 

 
2'

3 1 2 1ra t t r a      ○9  

 现考虑光波在第一、二层介质中传播过程中的相位变化，若第二层介质取最小厚度 

1

1

1060nm
175nm

4 4 1.51
d

n


  


   ○10  

则光波在第一、二层介质中往返引起的的相位变化为 360 相位差.因而从第三个界面处反射

并返回至在入射处界面处时，其反射光场为 

 
2'' '

3 3 1 2 1r ra a t t r a      ○11  

它与反射光场 1ra 、 ''

2ra 正好相干叠加加强. 

 这样，不考虑每层界面的多次反射，经反射器反射后，入射端的总光场可表示为： 

 
1

1 22 2

1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1

1 2

1

1

N

N N
t t

E r a r t t a r t t a r t t a r a
t t




     


  ○12  

由于 1n 与 2n 非常接近， 1 2 1t t  ，这样○12式可近似为： 

 
 

1

1 2

1 1

1 2

1
1

1

N
t t

E r a N r a
t t




  


     ○13  

如果要求反射率达到 8%，则应有 

   
2 22 2 2 2

1 11 1 0.08E N r a N r a a          ○14  

由题给数据得 



 
 
 

 

咨询电话：82618899 

第 122 页 
 

1 2
1

1 2

1.51 1.55
0.01307

1.51 1.55

n n
r

n n

 
   

 
    ○15  

由○14式得 

2

1

0.08
1 20.64N

r
         ○16  

反射层总数至少为 21.           ○17  

 

评分标准：本题 20分.○1 ○2 ○3 式各 1分，○4 ○6 ○10○11式各 2分，○12式 5分，○13式 1分，○14○16○17

式各 1分。 

（从○12直接得出 

 

 

1 2

1

1 2

1
ln 1

1 20.68
ln

R t t

r
N

t t

 
 

  
  

 

给 3分。） 

五、 

参考解答： 

（1）对于微观粒子可以忽略地球重力的作用，因此离子在极板外做匀速直线运动，以入射

孔所在处为坐标原点，以垂直于极板的方向为 Y 轴方向，平行于极板方向为 X 轴方向，则

离子在坐标（ 1 1cot ,h h ）处进入极板区，进入极板区后离子做斜抛运动，初速度为 

0 2v E m          ○1  

 加速度大小为  ya qV md   

 Y 轴方向速度为零时，对应的坐标为 

    2

1 1cot sin 2 , sinh Ed qV h Ed qV       ○2  

 离子离开极板时，速度大小仍为 0 2v E m ，后作匀速直线运动，因此出射孔在 X 轴

方向的坐标为 

   1 2 cot 2 sin 2 /l h h Ed qV        ○3  

离子的能量与 l 的关系为 
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   1 2 cot 2 sin 2E qV l h h d          ○4  

 能量为 E的离子在垂直于极板方向的最大飞行距离 

 2sin /H Ed qV        ○5  

（2）当    时，若有 

       

       

1 2

1 2

cot 2 sin 2 /

cot 2 sin 2

l h h Ed qV

h h Ed qV

   

 

        

  
  ○6  

则可以达到要求.又 

     

         2

2

cot cos cos sin sin sin cos cos sin

cos sin sin cos cot 1 cot cot 1 cot

cot sin

         

            

  

        

             

  

 

其中利用了关系式 sin     ， cos 1  ；同样有 

  sin 2 sin 2 cos cos 2 sin

sin 2 cos 2

     

  

     

  
 

代入○4 式得 

     2

1 2 sin 4 cos 2 0h h Ed qV         

即 

   2

2 14 sin cos 2h Ed qV h        ○7  

对应的能量表达式为 

  2 sin 2 1 cos 2E qVl d          ○8  

（3）为了使所有量程范围的离子均不碰到上极板，则极板间距应大于○5 式的H ，则可得 

2

max sinE qV           ○9  

或者说，所加电压必须 2

max sinV E q  

 由（8）式，并根据题意要求，可得 maxE 与 maxl 的关系为 

 
max

max
2 sin 2 1 cos2

qVl
E

d  



       ○10  

将上式代入○9 式，得到极板的最小间距为 
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2

max sin

2sin 2 1 cos2

l
d



 



        ○11  

 若 30  ，则要求 

max

3

18
d l           ○12  

（4）可以加如图所示的垂直于运动平面强度为 B的半圆形均

匀磁场，则离子将做回旋运动，测出其回旋半径 R ，则其运

动方程为： 

2mv
qvB

R
       ○13  

即 

mv qBR  

所以有 

     
2 2 2

2 2 2

max

2 sin 2 1 cos 2 /

sin

m mv E qB R d Vl

qB R l Vl

 



  


   ○14  

评分标准：○1 式 1分，○4 式 2分，○5 式 1分，○6 ○7 ○8 式各 2分，○9 ○11○12式各 2分，设计图 2

分，○13○14式各 1分. 

 

六、 

参考解答： 

（1） 磁通量 

aB A          ○1  

由几何关系可知两个正三角形中包含一个磁通量子，所以 

2 21 3 3
2

2 2 2
A a a        ○2  

此时 0  ，于是 

2

0

3

2
aB a         ○3  

702
2.19 10 m=0.219μm

3 a

a
B


      ○4  

极板

磁场区

h2

B
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（2）随着外加磁场的增加，每个磁通量子所对应面积减少，即磁通密度增大，当相邻两根

磁通涡旋线的正常芯开始重叠时，即 

2a          ○5  

整块超导体都变为正常态，此时所对应的磁场为上临界磁场： 

 

15 15

0

2 1818
2

2.07 10 2.07 10
23.85

3.47 25 103 2 3 25 10
2

2

a cB B T T T



 



  
    

   
  ○6  

（3）如图三所示，当超导带材中通以电流 I 时，这样在 Lorentz的作用下，磁通涡旋线将以

速度 v 向右运动，等效于超导体以速度 v 向左做切割线磁力线运动，从而在超导体的两端产

生电势差： 

aU B vd       ○7  

0 01A

a

f Id
v

B bcd 

 
       ○8  

由于磁通流动所产生的电阻为： 

   

2 2

0 0a a aB vd B Id B dU
R

I I I bcd bcd 

 
       ○9  

d
R

bc
          ○10  

 
0 0a aB bcd B

bcd


 

 
        ○11  

（4）在超导体内引入缺陷，如空位，位错，填隙原子等，当磁通涡旋线落入这些缺陷时，

就会产生磁通钉扎效应，使磁通涡旋线不易流动，即为非理想第二类超导体。 

评分标准：（1）问 6 分，○1 ○3 ○4 各 2 分；（2）问 4 分，○5 ○6 各 2 分；（3）问 8 分，方向 2

分，○7 ○8 ○9 ○10各 1分，○11 2分；（4）问 2分. 
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七、 

参考解答： 

（1）（共 16分） 

设 A 运动速度为
Av ，B运动速度为

Bv ，A和 B所受空气阻力的分量式分别为 

 Ax Ax

Ay Ay

f k v u

f kv

   


 
，

 Bx Bx

By By

f k v u

f kv

   


 
 

 细杆与小球的相互作用力为内力，对系统的合力没有影响，考虑到重力，则系统所受合

外力的分量式分别为 

    '2

2 2 2

x Ax Bx x

y Ay By y

F k v u k v u kv

F mg kv kv mg kv

       


      
    ○1  

式中 

'

x xv v u   

为质心 C沿 x方向相对风的速度； 

2

Ax Bx

x

v v
v


 和

2

Ay By

y

v v
v


  

分别为质心 C沿 x方向和 y 方向上的运动速度. 

（i）上抛过程中 y方向上质心 C的运动 

由质心运动定律，有 

2 2 2
y

y y

v
F mg kv m

t


   


      ○2  

化简上式并求和，有 

y ymg t k v t m v         

设质点系上抛至最高点时质心 C 上升高度为 1y ，所需时间为 1T .解得 

 1 1 00mgT ky m v          ○3  

（ii）碰撞过程 

 设碰撞后沿 y 方向上质心 C的速度为 1yv ，小石块的速度为 2u ，由质点系 y 方向动量守

恒，有 
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1 1 1 1 22 ym u mv m u         ○4  

 设 1Ayv 和 1Byv 分别为碰撞后 A和 B沿 y 方向上的速度分量，则 

1 1

1
2

Ay By

y

v v
v


  

 设碰后小球 A 绕质心 C 转动速度的 y 方向分量为
0cv ，则小球 B 绕质心转动速度的 y 方

向分量为
0cv ，由相对运动关系， 1Ayv 等于

0cv 与质心运动速度 1yv 之和， 1Byv 等于
0cv 与 1yv

之和，即有 

   1 1 0 1 1 0,Ay y c By y cv v v v v v     

碰撞给系统带来的动能贡献为 

   
2 2

2 2

1 0 1 0 1 0

1 1 1 1
2 2

2 2 2 2
ky y c y c y cE m v v m v v mv mv         

碰撞前后 x方向速度没变，设为 xv ，由质点系机械能守恒，有 

 2 2 2 2 2 2

1 1 1 0 1 2

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
x y c xm u mv m v mv mv m u           ○5  

由对惯性系中瞬时与质心 C 重合的一点，由角动量守恒，有 

1 1 0 1 22 cm lu mlv m lu            ○6  

由角量和线量的关系，有 

0 0cv l  

[或：由质点系机械能守恒，有 

 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2

1 1 1 1 1
2 2

2 2 2 2 2
x Ay By xm u mv m v v mv m u       ]   ○5  

如图，设碰撞后瞬间，轻杆上静止的点为 'C （瞬时转动中心）， 

其距 A为 'l ，由对 'C 点的角动量守恒，有 

 
1

' ' ' '

1 1 1 1 22Ay Bym l u ml v m l l v m l u          ○6  

碰撞后质点系开始转动，对 'C 点的转动，有 

   ' ' '

1 0 1 0 1 0, 2 ,Ay By yv l v l l v l l         ] 

联立上述各式，解得 

l' C'

C
A B

l-l
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1
1 1 1

1

2 , 0Ay By

m
v u v

m m
 


    ○7  

1
1 0 1

1

y c

m
v v u

m m
 


     ○8  

1
2

1

m m
u

m m





       ○9  

1 1
0

1

m u

m m l
 


      ○10  

（iii）再次上抛过程中 y 方向上质心 C 的运动 

 质心 C 的运动轨迹如图所示，碰撞后，质心 C 以 1yv 沿 y
 

轴方向再次作上抛运动.设再次到达最高点时质心 C又上升的 

高度为 2y ，所用时间为 2T .类比○3 式，有 

 2 2 10 ymgT ky m v        ○11  

（iv）平抛过程中 y方向上质心 C 的运动 

 质点系再次到达最高点后，质心 C 的运动为平抛运动.设此过程所用时间为 3T ，在 y 方

向上质心 C 受力为 

2 2y yF mg kv         ○12  

由牛顿运动定律，有 

2 2 2
y

y

v
mg kv m

t


  


     ○13  

化简上式并求和，有 

y ymg t k v t m v         

注意到下落过程中有  1 2yv t y y    ，解得 

   3 1 2 0ysmgT k y y m v         ○14  

式中， ysv 为落地时质心 C在 y 方向上的速度大小，方向向下.由○3 ○8 ○11○14式，及 

1 2 3T T T T    

得 

1
0 1

1

ys

m
v gT v u

m m
  


    ○15  

y1+y2

y1

y

xs

T3

T2

T1

O
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（v）整个过程中 x方向上质心 C的运动 

 质心 C 沿 x方向相对风的速度为 '

x xv u v  ，在 x方向上，质心 C 的位移为 s（题给），

设末速度为
xsv ，由质心运动定律，有 

 '2 2 2 x

x x x

v
F kv k v u m

t


     


   ○16  

化简上式并求和，有 

 x x

k
v t u t v

m
         

解得 

 xs

k
v uT s

m
       ○17  

[或：建立随风运行的惯性参照系 ' ' 'O x y ，初始 ' ' 'O x y 坐标系与Oxy 坐标系重合，整个运动过

程中在 'x 方向上质心 C 只受空气阻力作用，该力沿 'x 正向，其初速度为u，方向沿 'x 负向.

由质心运动定律和牛顿运动定律，有 

'

'2 2 x

x

v
kv m

t





    ○16  

化简并求和，有 

' '

xx
k v t m v     

解得 

 ' '

xsks m v u       

式中， 's 和 '

xsv 分别为整个过程结束时，质心 C 在 ' ' 'O x y 坐标中 'x 方向的位移大小和末速度

大小.有 

's uT s   

'

xs xsv u v   

由上述各式，解得整个过程结束时质心 C 在Oxy坐标中沿 x方向运动的速度为 

 xs

k
v uT s

m
        ○17 ] 

（vi）转动过程 

 如图，因轻杆不受外力及外力矩，故其施加给 A 和 B 的力必沿轻杆方向，且大小相等
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方向相反，标记为
lT ，则有 

  Ax

Ax Ax tx

Ay

Ay Ay ty

v
F k v u T m

t

v
F mg kv T m

t


     


     

 

，
  Bx

Bx Bx tx

By

By By ty

v
F k v u T m

t

v
F mg kv T m

t


     


     

 

  ○18  

由质心运动定理，有 

2 2 2

2 2 2

x

x x

y

y y

v
F kv ku m

t

v
F mg kv m

t


    


    

 

     ○19  

注意到相对于质心，A的相对速度为 

'

'

Ax Ax x

Ay Ay y

v v v

v v v

  


 
 

由○18○19式，有 

 

 

'

'

'

'

Ax Ax x tx tx

Ax x Ax

Ay Ay y ty ty

Ay y Ay

v v v T Tk k
v v v

t t t m m m m

v v v T Tk k
v v v

t t t m m m m

  
        

   

  

        
   

 

A 相对于质心 C作圆周运动，故 '

Av 方向与杆方向垂直，如图所示.则上式可改写为 

'

'

'

'

sin
cos

cos
sin

Ax l

A

Ay l

A

v Tk
v

t m m

v Tk
v

t m m








 

 



 
 

 

利用上式可得，A相对于质心 C 作圆周运动的切向加速度为 

'''
'cos sin

AyAxA
A

vvv k
v

t t t m
 


    

  
   ○20  

注意到 '

Av l ，且圆周运动切向加速度为
 '

A
lv

l
t t t

  
 

  
，则上式改写为 

k

t m





 


         ○21  

化简并对整个过程求和，有 

k
t

m
       

根据题意，解得 

v'
A Tl

θ

mg

x

y

C

B

A
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0 2s

k
n

m
             ○22  

上式代入
0 ，得 

1 1
0

1

2 2
s

m ukn kn

m m m l m

 
    


    ○23  

（2）（共 4分） 

末态时质心速度平方为 

2 2 2

s xs ysv v v           ○24  

 在质心系中，A和 B绕质心转动的速度 Acv 和 Bcv 总是大小相等方向相反，即有 Ac Bcv v  ，

则末态时系统动能为 

   
2 2

2 2 21 1 1 1 1
2

2 2 2 2 2
s Ac s Bcks s Ac BcE m v v m v v mv mv mv         

式中 Ac sv l 、 Bc sv l 分别为末态质心系中 A 和 B 的速度大小，代入上式，得 

     
22 21 1

2 2
2 2

ks xs ys sE m v v m l       ○25  

 中间碰撞过程小石块对质点系做功即为碰后质点系的动能，由○7 式得 

1 1

2

2 2 1
1

1

1 1
2 2 2

2 2
km Ay By

m
E mv mv m u

m m

 
      

 
  ○26  

 由功能原理，及○15○17○23○25○26式，整个过程空气阻力作的功为 

 

0

2 2 2
2

2 21 1 1
0 1 1 0 1

1 1 1

2
2

f ks km kW E E E

m m mk kn l
m gT v u uT s m u mv m u

m m m m m m m m



  

     
             

       

             ○27  

参考评分标准：本题 20 分.（1）问 16 分，○2 ○3 ○4 ○5 ○6 ○8 ○10○11○13○14○15○16○17○21○22○23式各 1 分，

（2）问 4分，○25○26式各 1分，○27式 2分. 
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八、 

参考解答 

（1）质子、氘、氦-3、氦-4 和电子在热运动中类似于单原子理想气体，不需要考虑转动自

由度，因此它们热运动的平均动能为 

23 7

19

3 1.5 1.381 10 1.5 10
keV 2keV

2 1.602 10
kE kT





   
  


   ○1  

 由于系统主要有质子和电子组成，质子每摩尔质量为 1克；由已知密度可得质子摩尔体

积为 

3

mol 8

1
m

1.6 10
V 


          ○2  

8 7 2 16 2 11

mol

2 2 1.6 10 1.5 10 8.31N/m 2 2 10 N/m 4 10 atm
RT

P
V

              ○3  

式中出现因子 2是因为考虑了等离子体中电子贡献的缘故。 

（2）由反应前后电荷守恒，可知 x粒子的电荷 

x 0Q           ○4  

也就是说，该粒子为中性粒子。 

 由上一问可知，氘和质子热运动的平均动能只有 0.002MeV，在误差范围内，因此核反

应前它们的动能可以忽略不计，即可以看作静止. 

 设 X 粒子的质量为 xm ，动量为 xp ，则由能量和动量守恒得 

2 2 2 4 2 2 2 4 2 2

D H He3 He3 x xm c m c m c p c m c p c       ○5  

He3 xp p         ○6  

由○5 式知 

2 2 2

D H He3 5.5MeVxp c m c m c m c        ○7  

因此有 

2

He3xp c m c  

则由○6 式，可将○5 式改写为 
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2

2 2 2 2 4 2 2 2 4 2 2

D H He3

He32

x

x x x x

p
m c m c m c m c p c m c p c

m
         ○8  

 即氦-3 的动能
kHe3 0E  ，忽略不计，x 粒子的总能量（含静止能量）为 5.5MeV，因此

其静止质量 2

x <5.5MeVm c ，这么轻的中性粒子，在我们熟知的粒子中应该是  光子（#），

0xm  ，其动能和动量分别为 

5.5MeV, 5.5MeV ckx xE p       ○9  

因此在任何一个参照系， 光子的动能均不为零，否则能量和动量不能同时守恒，即不能找

到一个参考系，使得光子的动能为零.      ○10  

（3）由反应（I）前后能量守恒可知，反应产物的总动能 

2 2 2 2

k H D e2 0.42MeVE m c m c m c m c      

远小于氘核的静止能量，利用第 2问的分析方法可知，氘核的动能可以忽略不计，即 

kD 0.01MeV 0E          ○11  

 氘核动量可以不为零，但要满足 0D ep p p   ，因此不能确定正电子和中微子的动

能，只有如下关系 

ke k+ =0.42MeVE E  ； ke0 <0.42MeVE ； k0 <0.42MeVE   

（4）正负电子对湮灭会产生一对光子，其能量相等，动量也相等但方向相反. 

2

0

0

0.51MeV
c

hv h mc


    

34 8
12

0 2 13

6.626 10 3 10
2.43 10

0.51 1.6 10

hc
m m

mc







  
   

 
  ○13  

 由前面的分析可知， 光子与离子的碰撞几乎为完全弹性碰撞，且光子能量远小于离子

静能，没有能量损失，不改变光子的波长；因此就光子波长的改变而言，我们只需考虑光子

与电子的散射.能量为 0 0E hv 的光子与近似静止的电子进行康普顿散射后，产生动量为 eP 、

动能为T 的电子和能量为 E hv 的光子，则由能量守恒和动量守恒，得 

0h h T            ○14  
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0 cos cose

h h
P

c c

 
         ○15  

0 sin sine

h
P

c


 


         ○16  

从○15与○16式消去 可得： 

 
2

2 2 2

0 02
2 cose

h
P

c
            ○17  

 由相对论能量动量关系： 

 
2

2 2 2 2 4 2 22eP c mc T m c T Tmc      

和○14式得 

   
2 2 2 2

0 0 02 2 cosE E E E mc E E E E        

 整理后可得： 

 

0

0

2
1 1 cos

E
E

E

mc




 

       ○18  

○18式化简可得 

 0 1 cos
h

mc
           ○19  

 最后一次康普顿散射后的波长为 75.4 10f m   ，令一次康普顿散射的散射角为，则

有 

 
26

0
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 评分标准：总分 20 分.○1 ○2 ○3 各 1 分；○4 ○5 ○6 ○7 ○8 （包括#）○9 ○10各 1分，○11 1分，○12 2

分，○13○14○17○18各 1分，○19○20○21各 1分 


